Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project andhelping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite seveie. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //books .google. com| 



r* 



i.^-"-*-'^-" 4 



h 



^ 






O/ '»'^4i«*K^*^-?*-/l^ie-r-«.-^^U*to*^ 



^* 



TRAITÉ 



DE 



GÉODÉSIE. 



DE L'IMPRIMERIE DE M" V" COCRCIER. 



TRAITÉ 



i/. 



^ 



DE GÉODÉSIE, 



ou 



EXPOSITION 

DES MÉTHODES TRIGONOM ÉTRIQUÉS 

ET ASTRONOMIQUES, 



APPLICABLES SOIT A LA MESURE DE LA TERRE, SOIT A LA CONFECTION DES 
CANEVAS DES CARTES ET DES PLANS TOPOGRAPHIQUES j 



Par L. PUISSANT, 

Cheva^er de l'Ordre royal et militaire de Siùnt-Louis , 0£Scier supérieur au Cerf» 

royal des Ingénieurs-Géographes , etc. 



DEUXIÈME ÉDITION. 



TOME-SECOND, 

r) 



• ' • 



\ 



• 



•, 






- ■ - * 






■* * ■* 



« I 






PARIS, 

M" V COURCIER, BIPRIMEUR-LIBRAIRE POUR LES SCIENCES, 

EUE DU JARUINET-SAINT-ASDRÉ-DES-ARCS. 

1819. 



• • • » ••, • 
• • •»• • • • 

• • , • • •• 

•• • ••• ; 

••• • 
••• 



• •• 



• •• , 



•• •• 






• • 









* • • • • 



TABLE DES CHAPITRES. 



LIVRE IV- 

PROBLÈMES D^ASTRONOMIE. 

CHAPITRE PREMIER. Usages de la Connaissance des Tems et 

des tables du Soleil pour déterminer les élémens des calculs as^ 

tronomiques, P^gc x 

Calcul de la déclinaison du Soleil pour un autre méridien que celui de Paris ; 

détermination des élémens lunaires, S 

Calcul du tems moyen par le tems vrai, j 

Calcul du tems sidéral par le tems vrai, 8 

Calcul d^un lieu du Soleilpar les tables astronomiques du Bureau de4 Longitudes, 

9 

Conversion du tems sidéral en tems moyen ^ et réciproquement, l4 

CHAPITRE II. De la réfraction astronomique j 18 

Démonstration d'une formule de réfraction de M. Laplace ; formules de Bradley 

eî , de Simpson , ig 

Usage des tables de réfraction , 34 

CHAPITRE III. Des différentes formules de parallaxe^ et de la trans^ 

formation des coordonnées circulaires j 36 

Calcul des parallaxes de longitude et de latitude , 47 

CHAPITRE IV. Des formules de précession en ascension droite et 
en déclinaisonj et de leur usage pour calculer les positions moyennes 
des étoiles y 5o 

CHAPITRE V. Calcul des positions apparentes des étoiles , 60 

Formules de natation , ibid. 

Formules d'aberration, 63 

Formation des tables particulières d'aberration et de natation, Sg 

Calculs des positions apparentes des étoiles , et de leurs passages au méridien en 
tems sidéral, 75 

LIVRE V. 

OBSERVATIONS ASTRONOMIQUES. 

CHAPITRE PREMIER. Notions abrégées sur les effets des lunettes 
astronomiques ^ 8i 

CHAPITRE II. Dénomination des principales étoiles , et moyens de 
les reconnaitre, 87 



(i's calculs quij s^ 



• • • , • ■ • • 
•• •.. • . ■ 

• • . • • •« 
• ••-•-. • 



• - • 



• r • ••• 

• • .' 

• • • / • • 

• • . . : 

> * > 



'.. '..• • 

• • • . . , • 



ji^ 



iG 

ijifliT po^r absenter les azimuts , 1 6 

.„ODE. Détermination de la dijffë^ 

/par le mojren d'un garde^tems , 1 8( 

Uons des éclipses des satellites de Jupiter 

^ ifc Soleil et les occultations des étoiles pa\ 

1 8- 






d^les 



^9A 
âcc 



Je Poris et de Berlin, par l'occultation d'une 
te des centres des deux astres lors de l'im- 



UVRE VI. 



c 



zo 




212 



«•• 



viij TABLE DES CHAPITRES. 

Vouyel appareil à double suspension pour mesurer la longueur du pendule à se^ 
condes , 3a& 

Nouvelle formule de M. Laplace pour déduire des expériences la longueur du pen- 
dule à secondes, page 33a 

Calcul numérique d'une expérience du pendule, faite avec [appareil de Borda » 

33î 

Intensité de la pesanteur, ^Sirf 

Application de la théorie précédente à la recherche de laplaiissement de la Terre, 

ibid. 

Expression de la longueur absolue du pendule à secondes décimales, 34^ 

Jdem, à secondes sexagésimales 4 343 

CHAPITRE V, Détermination des hauteurs par les mesures baro^ 

métriques , 544 

Description du baromètre , et circonstances les plus favorables aux observations , 

su 

Démonstration de la formule barométrique de M. Laplace, 347 

Applications de cette formule , 353 

11 faut avoir égard à la dépression du mercure dans le baromètre, pour rendre les 

observations comparables entre elles , 355. 

Table qui fait connaître cette dépression , 356 

Formules de M. Laplace pour déterminer les hauteurs âes montagnes très élevées , 

par le concours des observations trigonométriques et barométriques , 357 

Tableau de plusieurs quantités employées en Astronomie , 359 

Tables astronomiques , 36 1 



ERRATA DU SECOND FOLUME. 



Pages. 
5 



i6 

Ib. 

n 

119 

ii5 

a3o 
a33 

967 



lignes. 



aaKasdelapag., 
colonnes des dif- 
férences 3**, on 
lit clans quelques 
aenaplaiRi.... 
T eniediontant 
ntn remontant 

18 ' 
9 en remontant 

8 

6 en remontant 

10 

6 et 7 
i3 

3 ea Ktaiontant 



au lieu de 



4-îo" 

35'',8 

a8^8 

très diffifrent 

H = 

son monvement 

effacez , d'après cette soin lion. 
vis-à-TÎs Taccolade qni comprend les 
tr ois équati ons , mettez 

Addition à l'article 370. 



lisez 



aQ"8 

très peu differenr 

le mouvement 
dIV 

d*x 



(5) 



Il nVst pas difficile de voir que si le cercle n-pe'titeur cioit affecte d'une erreur constante, i*am- 
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4ituiieci imitalct méridicwies des mêmes e'toiles, au ooid et an sud du sénit de chaque sutlon- 



TRAITÉ 

DE GÉODÉSIE 



LIVRE QUATRIÈME. 



PROBLÈMES D'ASTRONOMIE. 



CHAPITRE PREMIER. 

Usages de la Connaissance des Tems et des Tables du Soleil, 
pour déterminer les élémens des calculs astronomiques. 

a38. lii serait sans doute à désirer que la division du cercle en 
4oo grades et celle du tems en lo heures fussent en usage en Astro- 
nomie, comme la première Test maintenant en France, dans le» 
opérations géodésiques, parce que les calculs n'en seraient que plus 
faciles et plus prompts; mais puisque les astronomes ne paraissent 
pas disposés à opérer ce changement, ni dans leurs calculs usuels, 
ni dans la construction de leurs tables , nous emploierons doréna- 
vant la division du jour en a4 heures, et celle du cercle en 56o degrés. 
La plupart des quantités variables, insérées dans la Connaissance 
des Tems, sont calculées pour midi vrai à Paris et pour chaque jour 
de Tannée, principalement celles qui ciiangent avec lenteur et assez 
régulièrement, par exemple, la longitude et la déclinaison du Soleil; 
mais les principaux élémens lunaires, c'est-à-dire sa latitude et sa 
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longitude , ou son ascension droite et sa déclinaison , qui varient 
plus rapidement, sont calculées de la heures en la heures. Dans les 
questions d'Astronomie, Ton a souvent besoin de trouver la valeur 
d'une de ces quantités , pour une époque intermédiaire à celles aux- 
quelles correspondent les nombres fournis par les tables: or, on 
l'obtient en supposant que ces nombres varient proportionnellement 
au tems, ou bien, pour plus de précision ^ en appliquant la méthode 
générale d'interpolation exposée à l'art. 106. Des exemples éclair- 
cirons ces deux méthodes j mais avant de les donner, indiquons 
comment, à défaut de tables de conversion, l'on réduit les degrés 
de l'équateur en tems, et réciproquement le tems eh parties de 
l'équateur. 

1*. Réduire en tems, et à raison de 1 5* par heure, l'arc de 48*i 7'j 5",6. 

Multipliez par 4 les degrés, les minutes et les secondes; alors le 
premier, le second et le troisième produit seront des minutes, des 
secondes et des tierces de tems. 

D'après cette règle, évidente par elle-même, on voit que 

45* font.. 5* • 

3 o.ia' 

1/ 1.8'' 

3.5'',6 i.2"',4 

donc. . . 48'i7'i5",6 font 3*i3'9"a%4. 

Mais 60 tierces faisant 1'% on a, en convertissant les tierces en 
décimales de secondes, 48' 17' i5",6 = 5*i3'9",o4. 

a'. Réduire en degrés 3*i3'9",o4. 

L'opération étant l'inverse de la précédente , prenez le quart des 
minutes et des secondes; le premier et le second quotient seront 
des heures et des minutes. Ensuite , multipliez par 6 les dixièmes 
de seconde de degré , pour les convertir en tierces , et prenez le 
quart du produit, vous aurez des secondes de degré. Ainsi, en opé- 
rant sur b nombre proposé et multipliant les heures par lô, on a 

3* :^ 45* 

xV = 3.i5' 

9" = a.i5" 

o ,o4 = o ,6 

Donc. .. 5>i3'9%^ = 48M/i5",6'. 
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Callet a donné, à la fin de ses Tables trigonométriques, deux 
petites tables, au moyen desquelles on peut se dispenser de Êiire ce 
calcul On les trouve aussi ordinairement dans la Connaissafice des 
Tems. Revenons maintenant à notre objet 

Calcul de la déclinaison du Soleil pour un autre méridien que 
celui de Paris; détermination des élémens lunaires. 

aSg. P' EXEMPLE. On demande la déclinaison du Soleil le 
ao mars i8o3,à midi vrai, à Porto-Ferraio (île d'Elbe), dont la lon^ 
gitude orientale par rapport au méridien de Paris, est de 7**59'ao",a. 

Puisque Porto-Ferraio est à Torient de Paris , et que la longitude 
7**59'ao",3, réduite en temsà raison de i5* par heure, est de 3i'57",7 j 
il s'ensuit que lorsqu'il est midi à ' Porto-Ferraio le ao mars , il est 
3i'67'',7 de moins à Paris, c'est-à-dire a5*a8'a",5 le ig mars, tems 
astronomique. La question est donc réduite à trouver, pour cette 
heure, la déclinaison du Soleil. 

D'après la Connaissance des Tems, la déclinaison australe du 
Soleil à Paris le ig mars i8o3, à midi vrai. . . . o''48^ 53'' A 

Déclinaison, le ao mars o.a5.ii 

Variation diurne en déclinaison — o.a3.4a 

Partie proportionnelle pour a 3* a8'a",3 — o**a3' io",4 

puisqu'en a4'^ la déclinaison diminue de o*a5'4a". 

Déclinaison du O, le ig, à Paris 0.48.55 

Déclinaison du 0,à Porto-Ferraio le aomars i8o3, 
à midi o.a5.4a ,6 

II* EXEMPLE. Trouver la déclinaison du Soleil, le ai mars j8o3, 
à Porto-Ferraio. 

Déclinaison du O à Paris pour midi , ao mars. . or a5' 1 1'' 
Déclinaison le ai o. i.aS 

Variation diurne — o.a3. 43 

Partie proportionnelle pour a3* a8' a",3 — o^a3' ii",4 

Déclinaison le ao, à Paris o.aS.ii 



Déclio . austr . le a i mars , à midi , à Porto-Ferraio , o . i . 5g ,6 . 

III* EXEMPLE. Trouver la déclinaison du Soleil, le 22 mars i8o3, 
à Porto-Ferraio. 



Australe. 
Boréale. 



o.a4.4i. 



o*a3' 9'',4 
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Déclinaisoxi du O à Paris, pour midi, 

le ai mars i8o3 o* l'aS" 

Déclinaison le sa mars o.aa.iS 

Changement en déclinaison pour a4^ . .1 . 

( Ces deux déclinaisons s'ajoutent , parce qu'elles 
•ont de dénominations différentes. ) 

Partie proportionnelle pour a3*28'2",3. . 
Déclinaison du O à Paris, le ai mars. . . 

Déclinaison boréale du © , pour Porto- 
Ferraio, à midi, le aamars o. ai .41 ,4. 

Ainsi la variation diurne du ai au aa mars, à midi, à Porto- 
Ferraio comme à Paris, était de a3'4i^ 

a4o. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que les dé- 
clinaisons croissent proportionnellement au tems ; supposition qui 
peut être admise si les résultats qu'on a en vue d'obtenir n'exigent 
pas une plus grande exactitude. Dans le cas contraire, il sera né- 
cessaire d'avoir égard aux différences secondes. 

Par exemple, suivant la Connaissance des Tems de i8i3, on a 



Déclin, du O à midi. 



différ. a**. 



le 1*"^ mars 



a 



• • 



i8 
20 



• 



• • 



• • 



• • • 



• * • 



• • 



• • 



T 36' 4a" 
7.13. 5a 
6.5o«(£5 
6.a7.53 



. . o . 59 • 5 
. • o.35.a3 
.. o.ii.4a 




On voit donc que les différences secondes sont fort petites aux en- 
virons des équinoxes , et qu'il est alors permis de supposer la 
variation de déclinaison proportionnelle au tems , dans l'intervalle 
de a4 heures. Mais dons toute autre circonstance, lorsque l'on con- 
naîtra les déclinaisons du Soleil à midi, pour plusieurs jours de suite, 
on aura celle qui correspond à i heures de tems vrai , à l'aide de la 
formule générale d'interpolation de l'art. 106, savoir : 

déclinaison cherchée = Z?4-^- + -^(A — i) d^D\ 
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dans laquelle D exprime la décliDaison pour le midi qui précède le 
tems z, dD les di£fêrences premières, d'D les difiërences secondes, 
eofio A =: 34, ou le Dombre d'heures comprises entre deux midis 
consécutif. Cette règle suppose que les jours solaires sont égaux , 
ce qui n'est pas rigoureusement vrai. 

Application. Trouver la déclinaison du Soleil, pour le a mars 
ài5 heures, à Paris. On a, d'après le tableau précédent et la notation 
actuelle, 

de là 



t=i5S cfD=— a3'57", J'JD = — (I±^) = 



décl. cherchée = 7°i5'63" -iH (aa'Sy") - ^. 0) (6) 
= 7'i5'53" — i4'2o",63 — o",70 
= 7*i3'52" — i4'3i",3a = €'69'3o",68. 
Xa second terme est la partie proportionnelle à i5*, et n'est relative 
qu'aux dififérences premières ; le troisième terme est la correction 
qu'il s'agissait de trouver. 

Les diflërences premières et deuxièmes se prennent avec leurs 
signes; ainsi, dans l'exemple ci-dessus, dD et d^D sont négatives. 
Si le tems i était donné en heures , minutes et secondes, il Ëtudrait 
réduire les minutes et les secondes en décimales d'heure. 

a4i. Cette méthode d'interpolation s'applique aux nombres 
quelconques qui correspondent à des époques équidistantes. Pour 
seconde application, cherchons quel sera le lieu de la Lune au 
33 janvier i8ao à 4* du matin , à Paris. 
La Connaissance des Tems de cette année-là donne 



Lieu de la Lune. 


Différ. 1"'. 


DilTér. a». 


Diir.3". 


loDg. C ie 31 à midi i9°5V3o" 
le 31 à minuit 36.22.31 
le 33 à midi 53. 4.37 
lessàminuit 39.41.56 


+ 6"47'5i" 
+ 6.43.16 
+ 6.56.69 


— 5' 55" 
-5.17 


+ 18» 


latit. C le 31 à midi i.ai.17 
le 31 à minuit 1.55.36 
le 33 à midi 3.37.49 
le 33 à minuit 3.57.37 


4- 0.54.1g 
+ 33.13 
+ 39.48 


— 3. 6 

— 3.36 


— '9 
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Si Ton connaissait le tems moyen et qu'il fallût trouver le tems 
vrai, on calculerait de la même manière l'équation du temis^ puis on 
l'ajouterait au tems moyen, si le tems vrai était en avance : on la 
soustrairait dans le cas contraire. 

Calcul du tems sidéral par le tems vrai. 

245. Supposons les mêmes données que dans le premier exemple 
ci-dessus, et cherchons le tems sidéral. 




du Soleil ; ainsi 

tems sidéral = tems vrai 4- ascension droite du Soleil. 

En désignant par S la distance de l'équinoxe au Soleil, et par A 
son ascension droite, on a, par conséquent, 

A = a4* — S, 

et 

tems sidéral = tems vrai + 24* — S. 

Les Éphémérides donnent la distance de l'équinoxe au Soleil pour 
midi vrai, il faut alors la déterminer pour l'heure de l'observation; 
c'est ce que l'on fera ainsi qu'il suit : 

Le 21 janvier 18x1 , à midi, à Paris, 2= 3*48'58"8 
Le 22 2'= 3.44.25,5 

Variation en 24* 4.i3,5^ 

Partie proport, pour 2* 3i'47",3. . . _ 26,72 

Le 21 S=z= 3.48.38,8o 

Distance actuelle de l'équinoxe au O 5.48.i2,o8 

Complément à 24* ou asc. droite. . 20.11.47,92 

Tems vrai 2.3o.47,3o 

Tems SIDÉRAL. . . 22*42'35"22 

Tous ces calculs supposent que , dans l'intervalle de 24 heures 
vraies, le mouvement du Soleil en ascension droite et en décli- 
naison est uniforme , ce qui s'éloigne en eflFet très peu de la vérité. 
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On résout aussi les questions précédentes , avec une grande précis 
sion , à l'aide des tables du Soleil qui servent à calculer les Éphé^ 
mérides. Nous allons donner quelques exemples à ce sujet. 

Calcul d'un lieu du Soleil , par les Tables astronomiques du 

Bureau des Longitudes. 

d44. On détermine le lieu du Soleil dans Técliptique , c'est-à-dire 
sa longitude, pour un instant quelconque, à l'aide des tables dres- 
sées pour cet effet. Celles que le Bureau des Longitudes a publiées 
en 1806 donnent d'abord la position moyenne du Soleil et celle du 
périgée, pour le premier janvier de chaque année, à minuit moyen ^ 
à Paris : telle est V époque de ces tables. Ajoutant ensuite les moyens 
mouvemens depuis cette époque jusqu'à l'instant donné , et ayant 
égard aux variations séculaires, on a la longitude moyenne du So- 
leil et celle du périgée. La différence de ces deux quantités, qu'dn 
nomme anomalie moyenne , sert d'argument pour trouver l'équa- 
tion du centre, qu'on ajoute à la longitude moyenne du Soleil 
pour avoir sa longitude vraie dans l'ellipse comptée de l'équinoxe 
moyen. 

Les tables fournissent en outre huit argumens, au moyen des- 
quels on obtient cinq petits termes ou équations qui expriment les 
perturbations de la Lune, de Vénus, de Mars, de Jupiter et de 
Saturne : ajoutant ces équations au lieu déjà déterminé par approxi- 
mation, l'on a la longitude vraie du Soleil, toujours comptée de 
l'équinoxe moyen; enfin, ajoutant encore les nutations lunaire et so- 
laire ainsi que l'aberration , le résultat exprime la longitude vraie 
comptée de l'équinoxe apparent. 

Les mêmes tables font connaître Tobliquité moyenne de l'éclip- 
.tique , à laquelle on réunit deux petits termes dont l'ensemble repré- 
sente la nutation luni-solaire , ce qui donne l'obliquité apparente; 
ensuite, avec cette obliquité et la longitude vraie du Soleil, on cal- 
cule son ascension droite vraie et sa déclinaison, au moyen des 
deux formules suivantes : 

tang. asc. vr. O =tang longit vr.Q x cos obliq. appar. de l'écbpt. 
sin décl. O = sin longit. vr. G X sin obliq. appar. 

A la rigueur, la déclinaison du point de l'écliptique, déterminée 
par la seconde formule ; n'est pas celle apparente du centre du So- 
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leilj car1if.Lap1ace,enappro&D(tissaDt la théorie des peitarttatioDS 
planétaires, a reconnu <pie cet astre ou plutôt la Terre, ne décrit 
pas un oii>e parËùtement plan ; mais les écarts qui ont lieu de part 
et d'autre de rëcUptique sont si petits, que les observations les plus 
précises n'ont pu encore' en constater l'existence. Néanmoins les 
astronomes en tiennent compte maintenant dans les observations 
qui demandent l'exactitude la plus scrupuleuse , c'est-à-dire qu'ils 
éralaent l'efifet de la latitude du Soleil sur l'ascension droite et la 
déclinaison observées. 

Après ces notions, calculons le lieu du Solefl pour le ï5 dé- 
cembre i8i3 à midi vrai, à Paris. 



m. Ci3i3)... 
V. fïaria. tic. 
VL( iSdecemI 



XU.EqUal.d> 
Pari. prap. . . 

Variai. »éc. . 



) V P""' 



XVI. BC. 
XVn. ED.. 
XV m. BE... 
XIX. BP.. 
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Long. Tr. I 

XUI. f (nu,.i„r.J. 
XXX. t (nat.».!.). 
XXI. ( aUr. ) 



8.ï3.4i.54,5 
ii.ag.a6.46,5 



LOMGITUDE 
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[I.14. o.S6,i 

r.^,4» o'as . 



a85 ;;g 33a 83 67 



npar..' 



latitude. 
■A+B-hIV=66S 
afl— C = 3Bi 
3C-4S=3ît 
*-if=4ia 



— 0,09 



Latilaile boréaJe. .. . W-o,3o = 
Dam la fonn*(ïon ile cet irgnmeai l'on ne (ici 
compte que du ceouinec, et l'on ajoute 1000 , & 
cal nd^ccuaire, h l'argaïueatpaMtif, aSn dcpouvq 



— 7,3 

— 5,3 



Table V.| 

rab. XIII, i "'"■*■ ' 



Obliq<d 
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Lorsque ron calcule le lieu du Soleil pour un tems moyen donné, 
on emploie en place de la table XI , celle X qui donne le mouyemenjE 
mojen du Soleil, pour les heures , minutes et secondes. 

CALCUL DE L*ASCENSION DROITE. 

G = a65** 1 1' 3i",3 log. tang long. © = o,923o545 
— 180 log.cos cù = 9,9636922 

83*ii'3i",3 log- tang A = ^56^ 555 82^35'5''95 

180 



asc. dr. vraie A= 262 . 35.5,95 
Convertissant cette ascension 

droite en tems, on a. • . . tems sidéral ;;= i7*3o'2o''4^ 

et prenant le complément à 

à 24^ on a / dist. de Téquin. au O ^= 6.29.39,6. 

On peut avoir aussi Tascension droite par cette série : 

A == O — tang*^ ai ^^j^ + tang* i: 01 -^^ 

qui dérive des principes exposés aux art. 56 et 94. La différence 

O — ^ se nomme la réduction de Técliptique à l'équateur. 

• . . ■ ... 

CALCUL DE LA DECLINAISON. 

ïog . sîn .long. O = 9,9969269 — 
log . sin ûi = 9,6ooo4o5 

log.sinD = 9,5969674 = — 23* 17' i3'',i7 

TeHe est la déclinaison australe du point de Técliptique, qui a 
pour longitude 263* 11' 3i^,3. Mais en supposant que la déclinaison 
apparente du centre du Soleil , observée , fût exempte de toute er- 
reur, elle dififérerait d'une petite quantité due à Teffet de la latitude A 
de cet astre' Or, d'après le précepte joint à la table XXXII,^on a 

correction de longit. — o"o5 x X = — o"o5 x o"3 = — o"oi , 

d'asc. dr. — o,o5 x A = — o,o5 x o,3 = — 0,01 , 

de déçl. — 1,00 X A= — I, o X o,3 = — o,3o; 
delà ^ 

déclinaison du point de l'écliptique D = — 23*x 7^i3'i 7 

correct, de décl. prise avec un signe contraire = 4- o,3o 

déclinaison apparente du Soleil D';= — • aS.i 7.13)87 



i% TRAITÉ DE GÉODÉâlE. 

Nous empIoieroDS par la suite cette déclinaison apparente pour 
déterminer la latitude de TObservatoire de l'École d'application des 
ingénieurs-géographes; et, à cet égard , nous ferons abstraction de 
la longitude de ce lieu, parce que, comme elle n'est que de ^" en 
tems y elle n'a aucune influence sensible sur la déclinaison dont il 
s'agit. 

On corrigerait de la même manière la longitude et l'ascension 
droite, calculées par les tables, pour avoir la longitude et l'ascension 
droite apparentes du Soleil. 

CALCUL DE l'équation DU TEMS. 

Au tems vrai donné on ajoute l'équation du tems fournie par la 
table VIII, et la somme est le tem^ moyen approché : à celui-ci 
l'on ajoute encore sept petites équations qui sont dues aux pertur- 
bations planétaires , et l'on a le tems moyen exact correspondant 
au tems vrai donné j enfin , la différence de ces deux tems est l'équa- 
tion du tems cherchée. Voici ce calcul pour l'époque du i5 dé- 
cembre 181 3 à midi vrai, à Paris : 

Tems vrai donné la* 0' o" 

Table Vni, corrigée d'après r pour S-»- 33" — 4.56,3 

celle delà Conn. {/ie.f7Vm^< part.prop. pour 44',4. . . -f- ai,8 

de 1810, p. 4ga. (variât, sécul. pour 4 ans — 0,6 

Tems moyen approché ii*55'a4"9 

BC 1,0 

BD 0,5 

BE. • 0,9 

TablelX. <f 

A 0,0 

N 0,3 

5oo-|-2B+N=6ai. . . o,a 

constante — 3,i 

Tems moy . au midi vrai 1 1 * 55' a4^'4 
Tems vrai la. o. o 

Differ. ouéquat. dutems o. 4.35,6 
ou en nombre rond. . . o. 4.36 

Mais l'équation du tems est la différence entre l'ascension droite 
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vraie et l'ascension droite moyenne comptée de Téquinoxe appa- 
rent. D'ailleurs, si à la longitude moyenne du Soleil, correspon- 
dante à midi vrai , on ajoute la nutation lunaire en ascension droite , 
fournie par la tabk XIII , on aura l'ascension droite moyenne comptée 
de l'équinoxe apparent. Ainsi 

longitude moyenne à midi vrai =i 8-^ 23*44' 24"5 
nutation en jR (table XIII) = — i3,8 

ascension droite moyenne — a63.44. 10,7 
ascension droite vraie ci-dessus •+- 262.35. 5,9 

doncoifiT. ou équat. du tems en arc = — 1 . 9. 4,8 
équat. du tems cherchée = — - o* 4.36,3 

la même que celle donnée par la Connaissance des Tems. 

L'ascension droite moyenne étant plus grande que l'ascension 
droite vraie , il en résulte que le Soleil moyen suit le Soleil vrai , 
et que par conséquent l'équation du tems est soustractive du tems 
vrai. 

On doit espérer plus d'exactitude par cette dernière méthode que 
par la précédente , dans laquelle on emploie beaucoup de nombres 
donnés en dixièmes de secondes seulement ; parce que la petite 
erreur qui peut afiecter la longitude, se porte en grande partie sur 
l'ascension droite, et qu'elle disparaît presque tout-à-fait en pre- 
nant la difiTérence de ces deux quantités pour avoir l'équation du 
tems. 

U est encore d'autres élémens qu'il importe de connaître j les 
voici : 

! demi-diamètre du O =o'i6' i7"ia( 

mouvement horaire en longit. =2: 2. 32,71 

parallaxe horizontale = 8,94 

T kl vYYTTT /mouvement horaire en asc.jdr. = 166,95 

l en dechnaison = 7,94 

Le demi-diamètre du Soleil se trouve dans la Connaissance des 
Tems, au bas de la seconde page de chaque moisj mais la septième 
page le donne, ainsi que le mouvement horaire en longitude, de 
sept jours en sept jours. On y trouve également le logarithme 
de la distance de la Terre au Soleil. 
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Conversion du tems sidéral en tems moyen, et réciproquement 

245. I" EXEMPLE. On a fait une observation le v^ avril i8o5, 
à a* 8' 17", tems sidéral; on demande le tems moyen astronomique. 

Pour résoudre cette question , nous ferons usage des tables de 
notre recueil, qui ont été calculées stir celles du Soleil, et pour 
midi moyen à Paris ( poyez les Tables de M. de Zach, imprimées à 
Marseille, en 1806). 



Table I, le i« avriL o*35' 5o"57 

Table II, i8o5 a. 4^^^ 



N 



i3 
176 



189 



o.37.3a,5o 
Table IIÏ, Nutat. lunaire en A . . 4- i,oa 

Asc. dr. moyenne du O à midi — 0.37. 33,5a 

» Tems sidéral a. 8.17,00 

Tems moyen approché. . 1 . 3o . 43,48 

Table IV, mouv. du © pend. i*3o'45". . — i4,86 

TEMS MOYEN ASTRON., 

ou compté du méridien supérieur 1* 5o' a8''6a 

L'ascension droite du Soleil ayant été calculée pour midi , au lieu 
de l'avoir été pour 1;* 3o'43", c'est pour cela qu'on a eu recours à la 
Table lY, qui donne la quantité dont cette ascension droite doit 
être auf^ïi entée. 

La lettre iV^ désigne le supplément du nœud de la Lune, c'est-à-dire 
l'excès de la circonférence entière sur la longitude du nœud ascen- 
dant : il sert d'argument pour trouver la nutation. Nous avons négligé 
Ja nutation solaire (art. 37 ), parce qu'elle va à peine à un dixième 
de seconde de tems. A la rigueur, il faudrait calculer derechef le 
mouvement du Soleil pour i*3o'28",6, et l'on trouverait— i4"82: 
alors le tems moyen cherché serait 

i*3o'45",48 — i4",8a = i*3o'a8",66; 

nais l'on voit bien qu'il est inutile de s'attacher à une si grande 
exactitude. 

C'est par une opération toute semblable que l'on détermine le 
tems moyen du passage d'une étoile au méridien. En effet, si, pour 
le jour proposé, Ton calcule l'ascension droite apparente de l'étoile, 
et qu'on la convertisse en tems à raison de i5* par heure, elle 
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représentera le tems sidéral du passage au méridien supérieur, qu'il 
ne s'agirait (dus que de réduire eu tems moyen , comme on vient 
de l'expliquer. Si l'on demandait en outre le tems solaire vrai de 
ce passage , on l'obtiendriait aur-'le-champ , en ajoutant l'équation du 
tems au tems moyen. On ne se rendra bien compte de 1a solution de 
ce problème, qu'après avoir appris à calculer la position apparente 
des étoiles^ c'est ce que nous enseignerons bientôt. 

11*^ EXEMPLE. Résolvons maintenant la question inverse ; c'est- 
à-dire, le tems moyen astronomique i^5o'a8'',6i5 étant donne pour 
le 1*' avril i8o5, cherchons le tems sidéral. 

On aura, comme ci-dessus, 

iR moy. du O à midi, le i^ avril i8o5 0*37' 33"52 

et la table IV donne , pour le mouvement du O 
pendant i*3o'28'',6 

-A moyenne actuelle 

Tems moyen 

TEMS SIDÉRAL 



+ 14,82 

0.37.48,54 

i.3o ,28,61 



2* 8'i6"95. 

Ce résultat est, à 5 centièmes de seconde près, le tems sidéral em- 
ployé précédemment. On aurait eu exactement 2*8^17'', si on avait 
le tems moyen i^3o'28'',66 déterminé ci* dessus par une seconde 
approximation. 

IIP EXEMPLE. Calculons le tems sidéral de l'observation du 
21 janvier 1811 (art. 542) faite à 2*42'22",2 tems moyen ^ dans un 
lieu dont la longitude occidentale est de l' en tems. 
Tems moyen à Paris 2*43'22",2. 



Table I, le 21 janvier, 
Table II, 1811 



i9*59'3i''70 
o . 1 4,66 



Table III, nutation lunaire 

Table IV, mouv.duOpour2*43'22",2. 

^ moy. comptée de l'équin. appar. . 

Tems moyen 

Tems sidéral 



19.59.46,36 
26,76 



N 



3 
^99 



502 



20. 0.l3,12 
2.42.22,20 



.... 22*42' 35^32 ; 

c'est, à un dixième de seconde près, le résultat de l'art. 243. 
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IV« EXEMPLE. Le a janvier 1787, Vénus passa au méridien de 
Marseille à o*i7'26",5, tems moyen astronomique; on demande le 
tems sidéral , sachant d'ailleurs que la différence des mçridiens est 
de 0*1 a' S", 

Au même instant physique Ton comptait à Paris 5'i7'',5, puisque 
Marseille est à Test de cette ville. Cela posé, voici le type du calcul. 

JV 



Table I, 2 janvier i8*44'37"i4 o 

Table II, 1787 5. 37,34 209 

Longit. moy . du O à midi , à Paris .... 1 8 . 48 . 4,38 

Table III, nutation lunaire + ijo6 

A moyenne du© à midi, comptée de 

requin, apparent 18. 48. 5,44 

Table IV, mouv.duO pour 5'i7",5. . . 4- 0,87 

18. 48. 6,5i 
Tems moyen 0.17.35,60 

Tems sidéral 19* 5' 3i''8i. 

Remarquez bien que, dans tout ce qui précède, le tems moyen et le 
tems sidéral se comptent du méridien supérieur. 

Pour résoudre cette question par les Tables mêmes du Soleil, qui 
ont pour époque minuit moyen, Ton procéde^^ ainsi qu'il suit 

Tems moyen compté de minuit . . a a* 17' a5"5 
Différence des méridiens — o.ia. 8 

^ Tems moyen civil, à Paris. ... la. 5.17,5. 

TableIII,long.moy.duOpouri787 g^io'Sa' a8"8 aog 
Table VI, le a janvier à minuit. . . 59. 8,3 o 

.Tables I Pour la* aQ.34,a 

.claires. ^ ^able Xj 5' 

( i7",5 .... 

Table XIII, nutation en asc. dr. . 4. 16,0 

Asc. dr. moy. du G compt. de Féquin. app. g-^ia^^ i'35'',8 



N 



ia,3 
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AsG. dr. moy- du O compt de requin, app. 9*^ 1 »• 1' 34"3 

ou, . • 9.1a» 1,67 

En tems. ' 18* 48' 6"3 

Angle horaire du SoleO moyen, ou tems 

moyen à Marseille o,i7.a5,5 

Asc. dr . du milieu du ciel , ou tems sidér. 
> de l'observation , à Marseille , compté du 
méridien supérieur 19* 5'3i",8. 

V« EXEMPLE. Le 8 octobre 1749, Tascension droite apparente du 
Soleil, observée par Lacaille au méridien de Paris, était de 6^ i4*5'x"} 
en la réduisant en tems, à raison de i5* pour une heure, on a 
ia*56'aoV7} c'est le tems sidéral de Tobservation. On demande 
de le convertir en tems moyen solaire. 



Table I, le S octobre i3* 4' 36''o8 4i 

Table II, 1749 + 4. 15,91 168 

i5. 8.5i,99 I 309 

TablelII , nutat. (argum. aog) + i>q6 

iRmoyenneduOàmidijàParis.. . • — i3. 8.53,o5 

Tems sidéral lâ. 56 .30,07 

34 



Tems moyen approché, 33*47^37^03. 

Nous avons ajouté 34* au tems sidéral , afin de pouvoir efifectuer 
la soustraction. Dans ce cas , le complément à 34* du tems moyeu 
approché est intervalle pendant lequel le Soleil devrait marcher , 
pour que son ascension droite fut précisément celle calculée pour 
midi; cette ascension droite est donc un peu trop grande. Or, 
Tintervalle dont il s'agit est de i3'33",98, et la table IV donne , 
pour cet intervalle, 3",o6 , quantité qu'il faut ôter de Fascension 
droite calculée, ou^ajouteç au tems moyen approché, pour avoir le 
tems moyen exact. On a donc 

Tems moyen approché 33*47' 37^03 
Mouvement du O . . . -f- 3,06 

Tems moyen cherché . 33*47'39"o8. 

Lalande, par ses Tables astronomiques in^rées dans la troi* 
sième édition de son uiUronomie^ a trouvé 33*47' 39^,47. 
2. 5 
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CHAPITRE IL 

De la réfraction astronomique. 

946. Xj£ phénomèûe de la réfraction , dontnous avons donné l'expli- 
cation au chapitre IV du Jivre premier, se manifeste lorsqu'on observe 
les étoiles circompolaîres à leurs deux passages au méridien^ car en 
prenant pour chaque étoile la demi-somme des distances zénitales 
méridiennes , on trouve pour résultats , des distances polaires qui 
diminuent d'autant plus que les étoiles sont plus éloignées du pôle; 
et il amve toujours que la déclinaison apparente d'une étoile , lors 
de son passage supérieur , est plus petite qu'à son passage infériem*. 
Les astronomes qui ont remarqué pour la première fois cette difie- 
renoe de déclinaison, ont pu croire que les étoiles tournaient au- 
tour de différas pôles; mais il est bien plus naturel de l'attrihàer 
à la déviation de la lumière produite par l'attraction des coilbbeâ 
atmosphériques. 

On a reconnu, par un grand nombre d'observations de ce genre, 
que la réfraction, au-delà de lo* de hauteur, est à très peu près 
proportionnelle à la tangente de la distance apparente de l'astre au 
zénit, moins trois fois un quart la réfraction. Donnons une idée 
des moyens par lesquels on est parvenu à établir une théorie à cet 
égard. 

Démonstration d'urte formule de réfraction de M. Laplace; 
' formules de Bradley et de Simpson. 

347. Pourtrouver l'équatîondiflférentielle de la trajectoire décrite 
par un rayon de lumière qui traverse l'atmosphère, nous suppose- 
rons, l^ que quelque soit l'angle sous lequel une molécule lumineuse 
passe du vide dans l'air, le sinus de l'angle d'incidence est au sinus 
de l'angle de réfraction dans un rapport constant; a*, que les forces 
réfractives des couches d'air sont proportionnelles aux densités de 
ces couches; c'est eti effet ce que les expériences coùfirment. 

Celaposé,soituî/ja'Jf^..JKy (fig. 3)la trajectoire d'un rayon de 
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lumière, 'AN Pàtmosphère dont toutes les couches ALM^ M!M!\.. 
«ont supposées concentriques et sphériques, et de densités crois- 
santes suivant une certaine loi , depuis le point où le rayon de 
lumière entre dans Fatmosphère, jusqu'à celui oà il atteint Torilde 
Tobservateur. 

Désignons par a, y, y, . . .> les rayons AC^ ilf 'C, M"Cy...MC 
de la trajectoire lumineuse; par Z^z^t!'^ ... z les angles que les 
éléniens consécutifs A M' ^MM'\ . . • MN de cette courbe font res- 
pectivement avec les verticales CZ, Cz'j Cz'^j... Cr; enfin par #' y 
<»'\...cù les angles que ces mêmes éicmens font avec les rayons >'i 

Supposons maintenant que le rapport du sinus d'incidence au 

sinus de réfraction soit celui de • .(n) : i, 

lorsque la lumière passe du vide dans une couche d'air infiniment 
mince , et dont la densité ainsi que la chaleur soient les mêmes qu'en 
A M' y près de la surface de la Terre. 

Supposons encore, que relativement au même rayon qui traverse 
la seconde couche M^Âf'y on ait dans la même circonstance . •n' : i ; 
que pour la troisième couche M^M^ on ait pareillement. ..ri^\\\ 
ainsi de suite^ jusqu'à la dernière coucheilfiVpour laquelle on ait /i : i . 

Il est évident, d'après le premier principe énoncé ci-dessus, que 
si u', u", . . . u sont aux points M\ Jlf', . . . Jf les angles d'incidence 
d'un rayon de lumière qui passerait du vide dans l'air ^ on aura au 
point M! 



tin tt / V 8in u 






an point JBâ!^ 



%VEi m ^ ^' sin * 



%\u tt" ^ # . sin vF 



-: 7 ii= Il • -: y ^SSS. il J 

8in m ' sin s ' 



• f 



au point M 



8in u r, ain u 

= n\ -. — = n. 



sin # ' ain s 

Ainsi| éliminant successivement u\u"y . . • u, il viendra 

sin m' n' sin «' n* sin m n 



Sin & (ny smz y»' srn « n 

D'ailleurs les triangles élémentaires ^Af'C, M'M"Cy ... pouvant 
être considérés comme rectilignes, on a 
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ginZ Y »in ft _^ y am» ^^^^ y 

flm# a' fin» y' mi# y 

Mc^dpIîaDt entre eux, ces rapports et les précédens^ puis réduisant, 
on obtiendra 

sin Z _^^ n y 
âin z *"" (ti) " a' 

Cette dernière relation est indépendante du nombre des couches 
comprises entre la surface de la Terre et le point N'-, ainsi elle 
exprime en général une propriété de la trajectoire cherchée. E» 
considérant donc AM!M' ^ ...N comme une courbe continue dont 
la convexité est tournée vers le ciel, et les droites NMP\ AMR 
connue les tangentes aux extrémités de cette courbe ; la première 
représentera la direction primitive de la lumière d'un astre, la se- 
conde sera la ligne sur laquelle on rapporte le lieu apparent de cet 
astre ; et l'angle de ces deux droites mesurera la réfraction qui a 
lieu en A. 

Maintenant, si l'on mène la droite MB parallèle à AM\ Fangle 
PMB sera aussi égal à la réfraction PiL^. Or, à une même distance 
zénitale apparente ZAR = Z peuvent correspondre plusieurs ré- 
fractions différentes. Supposons donc que la tangente supérieure 
P3IN à la trajectoire lumineuse prenne , dans cette hypothèse , la 
position infiniment voisine P'Mi alors l'angle P'MPy vu sa petitesse, 
sera la diflirentielle de la réfraction PME. 

D'après ces considérations , l'expression de cette différentielle s'ob- 
tiendra aisément ainsi qu'il suit. 

Abaissons du centre C de la Terre , sur la droite PMy la perpen- 
diculaire CP'j désignons par x la base PM du triangle rectangle 
PMCy par j< sa hauteur CP, et par r la réfraction qui a lieu entre 
^ et JW, c'cst-à-dîre Pangle PME : on aura en général 

tang ^^ = ^ ou bien dr = ^. 

Mais par ce qui précède , et à cause deyzzsy sin PMC = y sin z, 
on a 

y == -^-^ sm Z. 



D'ailleurs la force réfractive de l'air étant supposée proportion- 
nelle à la densité f et se trouvant exprimée par JPf dans la région 
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MNy on a P/ = n* — lyP étant le pouvoir réfirîngent de Fàîr à cette 
kauteur (Traité de Physique de M. Biot^ tom III, pag. a66). De là 



n=:Vi+Pf. 
Soit (/) la densité de Pair à la surface de la Terre ; on aura de même 



ainsi 



enfin 

j^ ^ rfy ^ —aPd(smZ.V^i+P(c) 



aO+i'riy V i + ^c-^sin*z.CiH-i> 



WD 



Telle est l'équation différentielle de la pag. a44 du tom. IV de la 
'Mécanique céleste ^ et à laquelle MM, Brinkley et Andrews, sayans 
Irlandais, sont parvenus par une méthode qui me parait analogue à la 
précédente, autant que j'en puis juger par la courte analyse de leur 
Mémoire , insérée dans la Connaissance des Tems de 1 8 1 9 , pag. 4o5< 

248. Il Ëiudrait, pour intégrer cette équation, connaître / en fonc-* 
tion du rayon y , c'est-à-dire connaître la loi de décroissement des 
couches de l'atmosphère. M. Laplace considère en pareil cas les 
deux limites de cette loi , qui sont une densité constante et unô 
densité décroissante en progression géométrique , quand la hauteur 
au-dessus du niveau des mers croît en progression arithmétique ; c« 
qui suppose une température uniforme dans toute l'étendue de l'at- 
mosphère , comime on le verra bientôt. 

Ne voulant ici traiter que le cas le plus simple, qui est aussi celui 
où la formule de réfraction est la plus exacte, nous supposerons que 
les distances zénitales observées sont comprises entre o* et 74**; 
parce qu'alors les variations de la réfraction ne dépendent que de 
celles du baromètre et du thermomètre dans le lieu de ^observation. 

Adoptons à cet effet l'hypothèse d'une température uniforme , et 
Élisons d'abord 

^ (\ 
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V étant la vitesse de la lumière dans le vide et G la somme dies 
forces attractives de Fair dont la densité serait égale à l'uiiité. (Voy. 
le Traité de Physique cité.) 
L'équation difTérentielle précédente se changera en celle-ci : 

.^(i— 5)sînZ 

puis en la réduisant en série, et négligeant les produits de trois 
dimensions de a et de S y on aura 

et intégrant, il viendra 

Or, si Ton prend cette intégrale depuis / = (/) jusqu'à / = o, 
c'est-à-dire depuis la surfiice de la Terre jusqu'aux limites de Fatmo« 
sphère, et qu'on fasse attention qu'à la limite / s= (/) on a iS^ s= 0| 
on obtiendra 



D'ailleurs en intégrant par parties , 



(ç) ~ (c) J (<) ' 

mais en étendant Fintégrale aux limites désignées, et observant qu'aa 
point où / = Oy on a ^ = i ou > infini; on trouve que 

J U) ^ J (e) • 

Reste à obtenir cette dernière intégrale. Pour cet effet, soitj7 la 
pression de l'air dans la région où ^ exprime la gravité : il est évident 
que puisque la masse est égale au produit du volume par la densité, 
et que le poids est égal à la masse multipliée par la gravité, l'on a 

dp = — gfdy = - ^Ç fdS. 



a 
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Nous adoptons le signe moins, parce que la pression diminue è 
mesure que la hauteur augmente. 

Soit dont {g) la pesanteur à la surface de la Terre ; on à 

^= (^) —, et par conséquent 

P = -- (ff) affdS. 

Ainsi, l'intégrale yyji' est égale à la pression entière (/?) à la surfiica 
de la Terre, divisée par {g) a. Voyons maintenant comment on peut 
exprimer cette pression en fonction de la hauteur / de l'atmosphère , 
dont la densité serait (/) et la température partout la même. 

Lorsque la température est uniforme , les forces élastiques de 
deux molécules d'air sont proportionnelles à leurs densités, c'est- 
à-dire que 

et comme par ce qui précède 

(//?==: — {g) ^' fdy, 

on a 

puis intégrant, il vient 

Four déterminer la constante, soit 7^1= a; dans oe cas, f^^(f)y et 

Ï0€ (/) = ^^ 4- const., 

d'où 

const. = log (/) - ^^\ 
et par conséquent 

log/ = ^g-i) + log(/); 

OU bien passant aux nombres , 

f = (/»).c w W >', • . 

c étant la base des logarithmes népériens. Mais par hypothèse, / est 
la hauteur d'une colonne d'air de la densité (/), et qui, animée de la 



•V. 
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pesanteur (^), fait équilibre à (/>); donc 

et enfin 

— £? 
f = {f).c ^: 

équation qui prouve que quand on suppose une température uni- 
forme dans toute l'atmosphère , la densité décroit en progression 
par quotiens , tandis que la hauteur croît en progression par dil^ 
férences. 
Maintenant il est visible qu'à cause de 

//rf* = ^ et (/>) = (^) (/) /, 



on a 

et définitivement 



r^ds _ i 

J (0 ~ a' 



' -^ ^.^ — ^ J- 



Cette expression n'est assujétie à aucune hypothèse sur la consti- 
tution de l'atmosphère; elle dépend seulement des valeurs de (/) et 
de / qui sont données par les hauteurs du baromètre et du thermo* 
mètre dans le lieu de l'observation : ainsi, il convient d'assigner le 
terme où cette formule cesse d'être exacte. M. Laplace évalue pour 
cet efiet le terme le plus considérable de la série précédente ^ 
parmi ceux qui ont été négligés; il le trouve de i'',i à la distance 
zénitale apparente de 79^ , et tout-à-fait insensible à une distance 
génitale molbdre. 

Cherchons les valeurs numériques des élémens de cette formule. 
D'abord, /représentant, par hypothèse la hauteur d'une atmosphère 
dont la densité est (/) et la température zéro, on a, par ce qui 
précède, 

(p) = (^) (r) i' 

Soit ensuite A la densité du mercure , et k" la hauteur du baromètre 
à la même température zéro; on aura aussi 

{f) == {g) AA% 
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et par conséqaent', en égalant ces deux valeurs, il vient 

(e) 
Or, par les expériences de MM. Biot et Arago, 

^ = 10475,04, 

à la température zéro , et lorsque la hauteur barométrique ^•=0^,76; 

on a doue 

» ■■ . , 

/= 7960^1 
M. Laplace a trouvé 

/ = 7974", 

par là combinaison d*un grand nombre d'observations du baromètre, 
' Élites sur les hauteurs et au pied des montagnes, et comparées aux 
mesures trigonométriqùes. En nous arrêtant à ce dernier résultat , 
et remarquant que a = 6366198", on a 

- = o,ooia5a54. 

Les expérieribes citées ont donné dans les mêmes circonstances 
barométriques et thermométriques, et en parties du rayon 



• i- 



. i P iÙ — -^ C/) = 0,0002945856, 
d'où CL z= 0,000294413. 

{ybyez le Mémoire de M. Biot sur les Affinités des corps pour la 
lumière y Institut, 1806.) 

M. Delambre, par la comparaison d'un grand nombre d'observa- 
tions astronomiques , a trouvé 

i P (/) = ^ (/) = 0,0002940470, 

d'où CL = 0,000293876; 

valeur qui est presque identique avec la précédente déterminée 
directement et par des expériences très délicates. Comme elle est 
proportionnelle à la densité (f), et qu'à température égale, I:i dimsité 
de l'air est proportionnelle. à la pression qu'il éprouve ou à la hau- 
2. 4 
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teur du baromètre; il est nécessaire cTintroduire dans Pexpressîoft 
précédente de r la correction relative à cet instrument. De plus ^ 
cette densité, à même pression, décroissant dans le même rapport 
que la température augmente , il feut aussi appliquer à la formule 
la correction relative à l'état du thermomètre. 

Or, suivant les expépiences de M. Gay-Lussac, un volume d'air 
exprimé par Punité, à zéro de température, et sous une pression 
équivalente à celle d'une colonne de mercure de o",76 de hauteur , 
se dilate de -^ = 0,00576 , par chaque degré du thermomètre cen- 
tigrade ; ainsi , à ^degrés de température, le volume d'air devient 
= 1 +0,00376^. Si donc h désigne la hauteur observée du baro- 
mètre, qu'on la corrige de l'effet de la dilatation du mercure réduit 
à zéro di^gré de température, et à raison de 5-^7 pour chaque degré 
du thermomètre centigrade (*) ; la densité de l'air à la température t 
degrés étant représentée par 1 au terme de la glace fondante, sera 

o.„s (. + o. J,5o (, + ^y °"' ^ °'^"' °-.7^o4oc.+.o ' 

puisqu'à masses égales, les densités sont réciproques aux volumes. 
Quant à la valeur de /, il est visible, d'après l'équation (/n), qu'elle 
oe change point par les hauteurs du baromètre, lorsque la tempéra- 
ture est constante ; mais si la température change et que la pression 
reste la même , alors / varie en raison inverse de (/ ) , et dans ce cas 

/ = 7974* ( i -H 0,00576*); 
Il résulte de là , que 

«AtangZ 






o«,7G C 1 + 0.003750 (i + gA-) 



(o-,76)* (1 + o,oo3750*(i + g-^)' ' "^^^ 



— -^-n. 0,001 a5a54 — ~: 
formule dans laquelle a = 6o",6i6 {Tables du Soleil). Pour la com- 



(♦) MM. Dniong et Petit, professeurs à l'École royale Polytechnique , ont fait 
demièrement de nouvelles expériences qui portent cette dilatation à 55^. ( Voyes 
\% Journal de Chimie ei de Physique, fëyrier 181 8.) 
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modité da calcul, on altère un peu le second et le troisième tetme^ 
CD écrivant 

«A tang Zê 

/• =: 1—2 . . 

0-.76 (i +0.003750 (1 + ~>^ 

i «•* ( i + 2C0S» Z) tang Z 



o-,76 (I + 0,003750 (1 + g^) ces* Z 

•A.o,ooia5a54 tang 2? 

o-,76 (1 •+ 0,003750 (1 + §1^) * ''"^ ^ 

— a.o,oo375t.o,ooi35a54 — ^f-y. ^ 

cos <^ 

349. C'est à Faide de cette formule qu'ont été calculées en partie 
les Tables de réfraction insérées dans la Connaissance des Temsy 
depuis un petit nombre d'années. Mais à partir de 74^ de distance^ 
zénitale jusqu'à Thorizon, les réfractions moyennes ont été obtenues 
à l'aide d'une autre formule, donnée également par M. Laplace 
{Mécanique céleste, tom. IV, pag. 264). Quoique ces tables servent 
dans toute leur étendue, cependant les astronomes évitent en générât 
d'observer les astres trop près de l'horizon, à cause de l'inconstance 

des réfiractions. 
Enfin, si l'on Êdt abstracti(» du fecteur -~- ^ 

o-,7G( i +0,003750 ( 1 + g^) 

et qu'on développe cette expression par rapport aux puissances de 
tang Z, on aura, à cause de ces' Z = ^^^^^^^ , 

^ = (o>9987^7^6 + -^^^7^) « tang Z 

— ^o,ooia5a54 — ^ sin l'M a tang^ Z...y 

ou prenant a == 6o",525, comme M. Biot {Astronomie physique, 
tom. I, pag. 439), on aura 

«sin 1" = 0,000295434, 
et par suite 

r = 0,99918761a tang Z — 0,001 io5823a tang' Z (N). 
d5o. Avant la belle tkéorie dont nous venons de donner une idée, 
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d'après l'illustre auteur de la Mécanique céleste ^ les astronomes^ 
Ëdsaient usage de deux formules de réfraction, qui peuvent être 
considérées comme des cas particuliers de la précédente, et qu'il 
importe de connaître. 

Par exemple, la formule de Bradley est 

rz=.A tang (Z — /ttr); 

ji QifjL étant deux coefiîciens constans qu'il s'agit d'obtenir. Pour la 
développer, comme la précédente, suivant les puissances de tang Zf 
supposons d'abord Z == 90*, et désignons par jR la réfraction cor- 
respondante; on aura " : 

JR s= ^ cot (aR^ d'où -r^ c= jR tang /tiJ, 

et par suite 

r = jR tang /ajR. tang {Z — ftr) , 
ou bien 

ftr=:/i*jR tang /xi{. tang (Z — jitr). 

Far ce moyen, cette formule ne renferme plus que l'inconnue fcjR, 
que l'on dégagera ainsi qu'il suit. 

D'abord , l'expérience prqu ve que ijlR est une très petite quantité 
angulaire. En effet, pour un état moyen de l'atmosphère , 22 = 33' 
environ , et d'ailleurs )u diffère peu de 3 ^, comme on le verra bientôt. 
Cette circonstance permet donc de substituer au rapport des arcs 
fcr, )bci{ celui de leurs tangentes ou de leurs sinus. Partant, 

tang ftr = tang» (jlR tang (Z — fcr). 
ÏMs teng (Z _ ^r) = .'X-y,, , 

, ainsi 

tang Z tang* ^r H- ^^^ tang /*r = tang* fA,R tang Z, 
et de là 

tang fj^r = ri±î^l±pl^p^ (P). 

Nous rejetons la valeur négative de tang jur, parce que la réfraction 
est nécessairement positive, sur-tout pour les astres éloignés de 
l'horizon. 

On remarquera en outre que la distance zénitale apparente Z 
étant moindre que 90* , la valeur de tang /tr peut être réduite en série 
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convergente, qui procède suivant les puissances ascendantes de 
tang Z. Effectuant cette opération, qui ne présente aucune diffi- 
culté, on a 



tang /jur = sîn* /t jR tang Z — sin* /a^R cos* /^R tang^ Z 



• • • 



ou bien, supposant tang jur = ^ ^^^ , on obtiendra aisément 

r = - sin 2fiR tang Z — -j sin' q/zR tang^ Z +... 
Comparant cette série àcelle (N), on a ces deux conditions, 

R R 

j sin stfiR = o,gg9i876i«, ^ sin^ 2fiR = 0,001 io58a3a, 

pour déterminer R et /jl. En effet, divisant la seconde par la pre- 
mière, il vient 

1 «:«a - » 0,001 io58a3 „ t T/tf 

4 S"^'^/*R = -3 ,939,8761 > 2;*iî= 13734', 

et de la première, on tire 

Il = o,999i876i«y^^^ = 181 7",9 = 3o'i7",9. 
Ensuite, on a 

enfin, ^ est donné par la formule 

A :=^R tang /tjR =s: 6o'',5io; 
mais sans erreur sensible 

-^ = iî sin jiR = - sin a/tiî 3= 0,99918761a; 



ainsi A est trè^Iïfferent de a. C'est de cette manière que M. Biot, 
dans son Astron. physiq.^ évalue les constantes de la formule de 
Bradley, après avoir déterminé a à Taidé des observations astrono- 
miques Élites par Méchain à Barcelonne, et rapportées dans la Base 
Jlu Système métrique décimal, tom. II, pag. 643. Mais la combi- 
naison d'un plus, grand nombre d'observations de ce genre a donné 
/n = 5,a5 et a = 6o",6i6, comme nous l'avons déjà annoncé. 
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s 5i . La formule de Simpson , qui est de la forme suivante : 

siû (Z — vir) =1 M sin Z^ 

» et 3f étant deux constantes , se déduit facilement de la précédente* 
En effet, si dans la formule 

tang fjLT = tang* fti? tang {Z — ywr) , 
on met pour — ^ ^--^, sa valeur . ., . )^ — ^^; on aura 

^ tatig ftr ' sin Z — sm (Z — fif&) ^ 

1 ^^_^ 8În Z + sin (Z — fl/Mf) 
tang* f*R sin Z — «in (Z — 2^0* 

^'«•^ SSi>« = i-cos^fi ' P^"^ conséquent 

1 + COS HfiR ^^^ sin Z + sin (Z — s^) 
1 — cos 2^/1 """ sin Z — sin (Z — 2^*0' 

Enfin, chassant les dénominateurs et réduisant, il viendra 

sin (Z' — aftr) = cos 3;ui{.sin Z. 

Voici une méthode empirique^ qui conduit très Ëtcilement à cette 
formule de Simpson. 

La densité de Tair diminuant à'flksure qu'on s'éloigne de la sur- 
face de la Terre, on peut concevoir une atmosphère d'une densité 
moyenne et uniforme dans laquelle un rayon de lumière n'éprouve- 
rait par conséquent qu'une seule déviation dont l'effet, sur la position 
apparente d'un astre , serait sensiblement le même que celui qui 
serait produit par l'atmosphère véritable. 

Soit CZ (fig. o) la hauteur de l'atmosphère fictive dont il s'agît, 
^ le lieu de l'observateur, EM un rayon incident de lumière ré- 
fracté suivant M^. L'astre E paraîtra en E! sur le prolongement 
de ifcL^, et Tangle EME' sera la réfraction observée. Or, par le 
premier principe énoncé (art. 247), 

sin EMr 



sin E'MF 



n 



n étant un rapport constant. Ou bien sent EMf^zss. fl, EfME = r, 
et la distance zénitale apparente ZAM=:> j?^ on a 



sin (I + r) 
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mais si, dans le tiriaDgle C^My oa fiât Cu£ = a, CM^ss y^ ii est 

évident que 4^^ = -: de là 

*■ siQ jL y^ 

D'ailleurs^ en désignant Tangle au centre MCA par ^, on a 
et par conséquent # 

sin (Z~ » +0 ^ ^^ 
sinZ* 

L'expérience prouve que la réfraction décroît depuis l'horizon ff 
jusqu'au zénit Z où elle est nulle, et qu'à une distance zénitale p, 
très petite, cette réfraction lui est à fort peu près proportionnelle; 
ainsi l'on a r = ^(p, le coefficient q étant supposé constant. Substi- 
tuant cette valeur dans la relation précédente, il vient 

sin [Z — {q — i) r] = Jlf sin Z; 

ou bien, soit pour abréger, q — i = a/x, et désignons par R la ré- 
fraction horizontale, ou ce que devient r lorsque Z = go*, on a 
cos ajuii = JI2, et enfin, conune ci-dessus, 

sin {Z — 2 jt«r) :s= cos a^tlî .sm Z. 

Ce calcul est fondé sans doute sur des hypothèses fort gratuites; 
mais il donne une idée de la manière dont les astronomes étaient 
parvenus à lier approximativement les réfractions entre elles , avant 
d'en connaître les véritables lois. 

a5a. M. Delambre détermine très simplement les valeurs de ia 
et iî , au moyen de l'observation de deux réfractons r et /. Voici 
sa méthode. 

D'abord, si, dans la formule (P), on introduit un angle auxiliaire ty 

tel que 

tang € = sin sl/iR tang Z ( j ) , 

on aura 

___^ (séci— i)8În^R tang/</? (sfei — i) 

tan& l^r acosVR sin f^R tangZ sin ^f^R tang 2 



/ 
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Mais cette dernière formule, à cause de la petitesse des angles ;tr 
etfiRj donnant 

r = 2? tangue, 

à la distance zénitale apparente Z; on a de même 

/==iîtang-i6', 
à une autre distance zénitale apparente Z' : ainsi , 



'/■ 



r tang^ % ' 



Mais tang $ = ^^\\ i donc, en ayant égard à la relation (i), 

y^ — ^ ^a"g «' (^ — ^aiig* r O _ tang Z^ (i — tang^ ^ Q 
r î tang I (i— tang» iO tang Z (i —tang* i •) ' 
V tangZ" / 1— tang^j / \ 

tang Z 1 — tang* ^ / i — tang* Ji' * 

~ — y tang46'= tang Z' cot Z — tang Z' cot j? tang* ^ é', 

tang Z cot Z — — 

tang* i e' = ^ 

tang Z cot Z — -7- 

^^_ tang A — tang i? sin (^ — Z?) tang B 

*"" tang^ — cot B sïn (A + B — 90*) * 

Par cette dernière formule , Ton connaîtra 7 e' , après quoi Voû aura 

tang î € ï=3^ tang ^/, R=:rcolj€ == r'cot^^e'j 
enfin 

sin 2/jlR = tang ecolZ =^ tang ^ cot ^', et jw = ^-, 

Supposons que Z' = 90', alors r' = iî, tang ^ e' = 1 et 
tang Y € = ^j par conséquent 



<i) 



cotZ 



Ti * r rr Vty ' a/îrcotZ 

sin a/xil = tang € cot Z = p-- = (^:fr)XR^^y 
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Je ferai connaître plus loin de quelle noanière on obtiânt r par Pob- 
aervation. 

C'est par cette méthode que M. Delambre a pu comparer à la 
formule de Simpson toutes les tables existantes {astronomie ^ tom. I, 
pag. 5o4). Il a remarqué en outre, que cette formule, en modifiant 
les deux constantes, pourrait servir pour tous les usages astrono- 
miques, depuis le zénit jusqu'à 82*; mais il est probable qu'à unô 
distance zénitale plus grande , on ne pourra jamais former une table 
exacte de réfractions. Toutefois, M. Laplace a, comme je l'ai déjà 
dit, étendu la sienne jusqu'à l'horizon, et les considérations phy- 
siques sur lesquelles elle est toute fondée, lui ont fait donner la 
préférence sur toutes les autres. (Voyez la Mécanique céleste, et le 
Discours préliminaire des Tables solaires.) 

a55. La Table de réfractions, publiée dans la Connaissance des 
Tems de chaque année , quoique construite d'après la formule 
de M. Laplace, est tout-à-fait indépendante des logarithmes, et c'est 
quelquefois un avantage dans la pratique. Néanmoins, j'ai jugé con- 
venable de conserver à la Table V la forme que M. Delaixibre lui a 
donnée , d'après les idées de leur illustre auteur : elle a pour 
argument la distance zénitale apparente. J'en ai calculé une toute 
semblable pour les distances zémtales vraies ; on en verra l'utilité 
dans les observations azimutales. 

On remarquera que la table V donne le logarithme de la réfrac- 
tion moyenne, c'est-à-dire de la réfraction qui aurait lieu à la tempé- 
rature de 10 degrés du thermomètre centigrade, et sous lapressioa 
barométrique de o",76. 

Pour trouver la réfraction actuelle, il faut ajouter au logarithme 
de la réfraction moyenne ceux des deux facteurs barométrique et 
thermométrique donnés par les tables VI et VIL On concevra 
aisément la raison de cette règle, en se rappelant que l'expérience 
ayant prouvé que la réfraction est proportionnelle à la densité dé 
l'air , on a (art. a48) , en désignant par r la réfraction réelle pour 
l'état présent de l'atmosphère, par r^o) la réfraction à zéro de 
température et pour la hauteur moyenne o'",76 du baromètre, on 
a, dis-je, 

t étant la température et h la hauteur barométrique observées; 
3. 5 
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Soit maintenant r^^^ la réfraction moyenne des tables; on aura, 
sans changer le point o de départ, pour compter les degrés de tem- 
pérature^ et à cause de A =: o",76, £?= lo, dans ce cas^ 

r ^M 

^C'O — (1 ^ lom) (i + ion)* 

Éliminant r^.^ de ces deux relations, il yient 

T^-^ r ^ (i + lom) (i + ion) 

r — ^Cf)'o",76 ' (i + mt) ii + ni) ' 

Or, la réfraction moyenne r^.») est fournie par la table V, le 

Ëicteur — 7 est donné par la table YI , et le troisième facteur par 

0,76 *^ ' ^ 

la table VIL La valeur de r s'obtient donc en suivant la règle 
énoncée ci-dessus. 

EXEMPLES. 

954. On a observé une étoile à 72*1 5' de distance du zénit, au 
moment où le baromètre métrique marquait o"*,744 , et le thermo- 
mètre centigrade 1 1',525 j on demande la distance zénitale vraie. 

Dans la table Y, vis-à-vis 7a* , on a 9,9493 

Pour i5', on a (4,5a)x i5 5= 65 

Facteur barométrique , table VI 9999^6 

Facteur thermométrique , table YII 9)9979 

log réfraction vraie. . .. = 9,9443 = i75",5i. 

De là 

Distance zénitale apparente. ... 79* 1 5' o" 

Réfraction vraie + 9 . 55,5i 

. ^ Distance zénitale vraie . .-. 79.17. 55,5i . 

Pour renverser la question, cherchons la distance apparente 
au moyen de la distance vraie, et supposons que les circonstances 
atmosphériques soient les mêmes. 

Avec la table YIII on trouve, vis-à-vis de 79* , 9,948i 
Pour i7',9i 77 

Facteur barométrique, table YI 999906 

Facteur thermométrique, table YII • 9)9979 

log réfraction vraie ;= 9,2443 5= log r; 

donc, comme ci-dessus, r;=s 9'55",5i. 
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Delà 

Distance zénitale vraie 73* 17' 65"6i 

Réfraction vraie -^ 2.55,5i 

Dist. zénkale appar. ...« 72.15.0. 

Si la hauteur du baromètre était exprimée en pouces et en lignes 1 
et qu'on eût employé le thermomètre de Réaumur en 80 parties , 
on ferait préalablement usage de la table IX de conversion; après quoi 
Ton opérerait comme dans Fexemple précédent. Quant aux mesures 
thermométriques anglaises, on les convertira en degrés de Réaumur 
et en degrés centigrades, à Taide des relations suivantes : 

Soient /5^ les degrés de Fahrenheit , R les degrés de Réautnut, C les 
degrés centigrades ; on a 

La Table de réfractions de Bradley a prévalu pendant ktog-* 
temps, et même il est des astronomes qui en font encore usage. It 
est nécessaire qu'on sache quelles sont les tables de cette espèce 
dont on s'est servi pour calculer certaines observations qu'on veut 
comparer entre elles. 

N. B. Dans le calcul ci-dessus , nous n'avons point employé la 
petite table complémentaire qui contient le quatrième terme de 
rexpression de r donnée à la fin de fart. 248 , et qui est reltitif à 
la température moyenne de lo'. Si l'on veut ne rien négliger, cotte 
petite table donnera, pour la distance zénitale apparente 72*, la 
quantité — o",i ; alors la réfraction vraie sera définitivement 1 76",4 1 . 

La raison pour laquelle le quatrièiiae terme de la formule eitéo 
n'a été calculé que depuis Z as 67* jusqu'à 2' =» iî6* , c'est parce 
qu'à la première limite il est déjà insensible, et que passé 85* les 
réfractions sont trop incertaines pour y appliquer avec quelque 
exactitude les corrections relatives à lia température et à la hau- 
teur du baromètre. 
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CHAPITRE m. 

Des différentes formules de parallaxe , et de la transforma^- 

tion des coordonnées circulaires. 

5x55. iN ous avons dit (art. aS) que la parallaxe de hauteur d'un 
astre est Tangle sous lequel on verrait du centre de cet astre le 
rayon de la Terre mené au lieu de l'observateur. Cette parallaxe 
est une fonction de la distance zénilale apparente et de la parallaxe 
horizontale , ainsi qu'on va voir. 

Soit n cette parallaxe horiiontale, ^ la parallaxe de hauteur, 
/ le rayon de la Terre supposée sphérique, Z la distance zénitale 
Z^S ( fig. 4 ) de l'astre S observé , N la distance zénitale ZCS géo- 
centrique , r la distance rectiligne CS. 

Le triangle ^SC donne 

sin w # 
sin Z r' 

mais lorsque l'astre est à l'horizon, sin Z=: 90* et sin II s: ^; delà 

sin «29- = sin n sin Z (i). 

Pour le Soleil, la valeur de n ne va pas à g'^j on peut donc prendre 
les arcs pour les sinus j ainsi , 

fly = n sin Z (i^j 

c'est-à-:dire que la parallaxe de hauteur est égale à la parallaxe 
horizontale multipliée par le sinus de la distance zénitale ap- 
parente. 

Si ToH voulait la parallaxe de hauteur en fonction de la distance 
zénitale géocentrique, il faudrait, dans la formule (1), substituer à 
la place de Z, sa valeiuriVH- ^\ alors on aurait 

sin ^ = sin n sin (iV+ <tsf)^ 

et en développant le second membre , il viendrait 

sin ^ = sin n sin iVcos m 4- sinn cos 2Vsin m\ 
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d»où 

. ain n sin N 

tanc nar s= r-— «; 

° 1 — ainlIcosiV' 

enfin, réduisant en série et en secondes , on obtiendrait (art. gS) 

« xs n sin iy+ — sin i"sin aiV -+-• . . 

d56. Pour montrer comment on doit tenir compte de la parallaxe 
de hauteur dans les calculs astronomiques , soit S (fig. 4 ) le lieu 
vrai, y le lieu apparent du ceiître du Soleil , et, comme ci-dessus, 
N == ZCS sa distance vraie au zénit, telle qu'elle serait prise du 
centre de la Terre , r == S^^S la réfraction vraie , w la parallaxe 
^SCde Tastre S-^ on a évidemment 

Z^S k: ZCS + ^^C= iV^+ 'BT ; 

mais parce que la réfraction élève les objets, ou, ce qui est de 
même, diminue leur distance au zénit, on a ensuite 

Z^S' = ZCS' 4- ASC=^ ZCS — SCS + AS'C, 

d'ailleurs ^ = i'. S' AS = S'CS^ du moins à très peu près; dési- 
gnant donc par Z la distance zénitale apparente ZÂS'j on a 

et réciproquement 

Ainsi, 1*". la distance apparente au zénit, observée à la sur&ce 
de la Terre , est égale à la distance vraie géocentrique , diminuée de 
la réfraction et augmentée de la parallaxe; 

a*. La distance vraie géocentrique est au contraire égale à la 
distance apparente observée à la surface, augmentée de la réfraction 
et diminuée de la parallaxe. L'efièt de la parallaxe , opposé à celui 
de la réfraction , est donc d'£U[)aisser les astres dans leurs verticaux 
respectifs. 

Nous prévenons une fois pour toutes, que dans le calcul de la 
position des astres, on fait toujours usage des triangles sphériques 
dont les côtés sont des arcs de grand cercle de la sphère céleste : 
ainsi, en pareille circonstance on doit employer pour distance vraie 
d'un astre au zénit, celle qui serait prise du centre de la Terre. 
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Mais quand il s'agit d'une étoile, il n'ja plus de différence sensible 
entre les angles Z^S" et ZCS j c'est-à-dire entre les angles qui 
seraient mesurés à la surfece de la Terre, et ceux qui seraient ob- 
servés au centre. 

257. Un des moyens qu'on peut employer pour déterminer la 
parallaxe horizontale du Soleil, est celui-ci : supposons que deux 
observateurs, l'un dans l'hémisphère boréal, l'autre dans l'hémi- 
sphère austral, et placés sous le même méridien, observent le même 
)oar la distance zénitale du Soleil à midi, qui est l'instant de la mé^ 
diation; puis appelons Z, Z' les deux distances observées, et H^ 
H' les latitudes connues des lieux d'observation u/,B; on aura, 
par ce qui précède, 

<29- = n sin j?, flr' = n sin Z'. 

Mais dans le quadrilatère A CBS (fig. 5 ), la somme des quatre 
angles égalant quatre angles droits, on a, dans l'hypothèse que les 
latitudes sont de différentes dénominations, 

n(sin2rH-sin^)H-JÎ-f--H''-t-36o-.(Z4-^0 = 56o, 
d'où 

parallaxe horiz. H = sinZ-i-rinZ- = . /Z+Jgx 7z=^^ 

Cette méthode a en eiièt été pratiquée par Lacaille au cap de 
Bonne-Espérance, et par Lalande à Berlin, pour déterminer la pa- 
rallaxe horizontale de la Lune. Mais quoique ces deux astronomes 
ue fussent pas placés précisément sous le même méridien, comme 
nous venons de le supposer, cela ne les empêcha pas de rendre leurs 
observations comparables, en tenant compte du mouvement delà 
Lune en déclinaison , pour l'intervalle de tems correspondant à la 
diflerence des méridiens. Bien entendu qu'il Ëillut aussi ajouter à 
chaque distance zénitale observée, la réfraction dont elle se trouvait 
affectée. Il y a d'autres moyens pour déterminer la parallaxe hori- 
zontale des planètes (voyez les Traités d'Astronomie). 

Conorme la parallaxe de hauteur du Soleil s'emploie fréquenmient 
dans les calculs astronomiques, nous avons donné, d'après M. De- 
lambre, la table X, qui la £àit connaître pour tous les tems de 
Tannée. 

a58. Passons maintenant à la recherche des formules de parallaxes 
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id'ascension droite et de déclinaison ; mais , pour plas de généralité 
et d'élégance, ayons recours à la méthode analytique. 

Si , par le centre C de la Terre ( fig. 6 ) , pris pour origine des coor- 
données, l'on conçoit trois axes rectangles; que celui des x passe 
par l'équinoxe du printems; que celui des y soit situé dans i'équateur; 
et que Taxe des z passe par le pôle boréal de ce cercle : la position 
du point E de l'espace sera connue par ses distances à ces trois 
axes, c'est-à-dire par les droites CPj PM, ME. 

Soient donc x,^, z les coordonnées rectangles du centre E d'un 
astre situé dans l'hémisphère boréal , r sa distance CE au centre de 
la Terre, A son ascension droite y^Ny -Disa déclinaison EN-, on aura, 
en vertu de la propriété des deux triangles rectangles CPMy CMEy 

n^s rcos^cos D, ^ssrsin Acosi?, z=rsin2> (*). 

Soient pareillement X, Y, Z les coordonnées rectangles du points 
où se trouve l'observateur sur la sur&ce de la Terre , et ^, A l'ascen- 
sion droite du zénit et sa déclinaison ou la latitude géocentrlque 
(art. ai); on aura de même, à cause de C^ = /^ 

X = fCosff cos hj y = fsmgcoshy Zz=:f sin h (jS). 

Enfin, prenant le lieu de l'observateur pour l'origine commune de 
trois autres axes rectangulaires respectivement parallèles aux pri- 
mitifs; puis désignant par r^ la distance de l'observateur à l'astre, 
et par M!^ U l'ascension droite et la déclinaison apparentes de cet 
astre, on aura 

x' = r'cosyR'cosJ9S y = a^ sin A' cos ZX , z'=7^sin2y (>). 

Or, il existe évidemment entre les coordonnées du lieu vrai et du 
lieu apparent de l'astre, les relations suivantes: 

x'=;c-x, /=^-r, ;^=z-z (j^), 

ou bien, en ayant égard à celles {a) , (jS) , (7), 

j' cos Xl cos D' =^ r cos JBl cos D ^— f cos g cos h \ 
f sin A' cos D' =^ r sin iA cos 77 — / sin g cos h \ («); 
r'sin/y = rsin JD — /sin A, J 

et si Ton divise successivement la seconde et la troisième équation 
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par la première ; qu'on fasse ^ = sin n, n étant alors la plus grande 
parallaxe de hauteur (art 24), on aura 



tang jK SSS s =r r „ P r 



i i«. C08 U — ^si nnsing cos A ^ 

I iAcos Z> — sîn n cosg-cos A \ ^yy. 

cos JBi' (sin D — 8in n iîn A) \ tC> 

I iA.cosD— -sinncosffcosï J 



tang Zy s=3 =r — ^ : if 

^ ces iAcosI/— -smncos^cos A 



/. 



Ces formules donnent le lieu apparent en fonction du lieu vrai et 
de la plus grande parallaxe de hauteur, ou de la parallaxe horizontale : 
elles sont attribuées à M. Olbers, qui les a obtenues , comme nous, 
par la méthode analytique de Lagrange. Mais il est plus simple , dans 
la pratique , d^évaluer les parallaxes d'ascension droite et de décli- 
naison, pour en déduire ensuite le lieu apparent. La première paral- 
laxe, qu'on désigne aussi sous le nom àe parallaxe d* angle horaire, 
est yR' — ^, et la seconde est zy — D. Voici un moyen très direct 
pour les obtenir. 

La première équation (Ç) ayant lieu quelle que soit l'origine des 
ascensions droites, on peut retrancher de chacune d'elles la même 
quantité , l'arc JR. par exemple ; ce qui revient évidemment à changer 
la direction des axes x^ y^ en les laissant toutefois dans leur plan 
primitif. D'après celte remarque, on a sur^le-ch^mp 

tang (A' ~ A) = ^inn«in(A--^)coa 

° ^ ^ coaD — sin n cos (A —g') cos A 

sin n cos h , , ^ ^ 

cos D ^ ^^ 



sinlTcosA ^ _^ 

1 =7- cos (A fif) 

cosZ> ^ °' 



mais la difïerence A' — A étant toujours très petite, même pour 
la Lune, on pourra réduire cette expression en série, et n'en con- 
server que les termes les plus sensibles; on aura alors, en secondes 
de degré, 

2>/ jo *'° ^ ^^* * *'" (^ — /2r) I 1 /sînncos Ay "° î*(-A— g) , /» . . 

çoaD ami* ' *\ cosP / sin 1 * ^ <' 

Par un raisonnement analogue au précédent, les équations (Ç) se 
changent dé suite en celles-^:! : 
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®^ ^-^ cos(i«. — g) cos D — sinncosn' 

^ cos (A — g) C03 D — sin n coih ' 

€n sorte qu'en les divisant l'une par l'autre, on a 

*-. r. TV fiin (A^' — ff) A y, «in n sin ^\ 

OU bien, introduisant les distances polaires vraie et apparente, c'est- 
à-dire Ëdsant Z? = 90* — A , iX = go* — A' , il vient 

. ./ siafiA' — ff) / A A ' 8innsinA\ 

cpt A' = --)^^ 22 (cot A — r— \ 

im(^ — g) \ sinA / 

Pour tirer de cette formule la valeur de la parallaxe de déclinaison 
ou plutôt de distance polaire, savoir A' -~ A =; or, on remarquera 
que Ton a d'abord 

COt A COt A^ =: COt A -r-T-jr 2-(( cet A r— r— 1, 

et par suite 

* 

sin (A' — A) .^n 

"^ ' -TTCOtA 1 



L 8În(A^— ff)^ , 8În(vft'— g") sînnsinJir ^ 
^ ~ «in (A — g) J "*" sin (A —g») sinA * 



âin A sin (A -(- 

enfin 



sinr 



sm (ift — g ) 8i n n sin h \ a ^/ ^ \ a / 

«in (A + r) "^ «in (À— g) sin (A — ^g) ' 

La parallaxe 0* ne serait pas assez facile à évaluer au moyen de 
cette équation; mais le calcul par les logarithmes s'effectuera com- 
modément à l'aide des transformations suivantes : 

•^ . - sîn (A' — fif) sin n sin A . 

ï^^^°« sin(l-g) = t^ng". 

acos Acosf ""fflsinC J 

sîn 0- = (tang u — tang p) sin ( A •+• a*) j 
puis développant et divisant par cos v , il viendra 

«in (a — v) . . 
«m A 



(tang u — tan g w) sin A cos u cqj^ v 

o *" i — (tangu — tangv)co8A "^ ain(tt— i/) ' 

cos u cos 1^ 

a. 6 
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et par suite on aura cette série 

^ 8În (u — v) sin^A ^, j psîn (k— y)**!» sin flA . ^|*^ 

1* ^^ ^ Lcoa u C08 vj smT'' *^* ' * ^ '* 



cos u cos V sin 



Telle est la valeur de la parallaxe de distance polaire. Cette valeur 
et la précédente sont dues à M. Delambre. . 

On observera que les formules ci -dessus seraient absolument 
de même forme, si au lieu de rapporter l'astre à Téquateur on le 
rapportait à Fécliptique; mais dans ce cas, les ascensions droites se 
changeraient en longitudes et les déclinaisons en latitudes. Soit 
donc L la longitude vraie d'un astre et A sa latitude, n la longitude 
du zénit ou du nonagésime, q la latitude du zénit ou le complément 
de la hauteur du nouagé^me; puis représentons par £»' et ?J les 
coordonnées du Ueu apparent de Fastre; les formules (Ç), donneront 

. , / sin Zi cos A -— sin n sin n cos q 

tang V s= j r-— ^ 

^ cos L cos A — sm n cos 7t cos q i ^^\ 

. ^ , cos L'(sin A — sin n sin q) ' ^^'^ 

tang X = — 7 — ^ ^ — 

^ cos L cos A «^ sin n cos n cos q 

et de là on aura pour la parallaxe de longitude ^ 

sin n coso . ^, 

/ri f\ smUsin (Zi— Tij cos<7 cos A ^ ^ . 

tang (L—'L):= : ^^ ; t^ r = ' » 

^^ ^ cosA — sinn cos C^— /t) cosa sinncosa ,, ^' 

cos A ^ ^ 

j,f r ««.«i° n cos q sin ( £— w) , , / sin n cos <7\ * tîna^Z.— n) • , ^pv 

^~'^'^~To7l ii^T '"•\ cosA y SiV *"••• ^^^• 

Soient X = go* — cT, X' = go* — J^'; la parallaxe de latitude sera 
A' — A j par conséquent la parallaxe de distance au pôle de Téclip- 
tique^ en la désignant par », sera n = J^' -— J^, et si l'on fait 

^. ^ ^niL'-n)sinns\nq 
° fiin (L — n) ' 

flcos /^ cos { !^ — — 7t 1 sin I ) 

tang 1/ = ^ !*,, f-A_i_/, 

° sm (L — n) ' 

on aura y par ce qui précède ^ 

sin {u' — v') . „ 
^-7 7 sm l 



i«il^ H 



cos u cos V 



1*— ■ 5 cos /^ 

cos u cos • 



r • 
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OU en Série , 

8în(u^ — O sîn i" , j^ r?î5.(îiLzr^n*!Î? ^^ -J- /'n^ 

"" C03 u' cos v' sin i" "" * L cos u' cos \f J din~P^ "•** * * ^ '* 

a5g. Les latitudes et les longitudes sont liées aux ascensions 
droites et aux déclinaisons par des relations qui se déduisent tout 
naturellement des formules de la Trigonométrie sphérique. Soit par 
exemple (fig, 7) JS une étoile, P le pôle boréal de l'équateur 'y^Q, 
P' le pôle boréal de Técliptique T Q' , r le point o ^Aries, et P'P le 
colure des solstices, ou le grand cercle de la sphère céleste perpen- 
diculaire à récliptique et à l'équateur, auquel cas tQ = TQ' = go*j 
PT le colure des équinoxes, enfin ta l'obliquité Q'TQ de Técliptique 
ou l'arc P'P. 

Cela posé, si, par les pôles P, P' et par l'astre J5, Ton mène des 
arcs de grand cercle P-^, P'L) le premier sera un cercle de décli- 
naison, le second un cercle de latitude, P'jEP l'angle Apposition, 
et Ton aura, en vertu de la notation adoptée ci-dessus, 

r^ = yR, AE z=zD,rL=^ Ly EL = Aj 

de plus, dans le triangle sphérique P'PE^ on aura 

PP" = a>yPE=^ go* — D, P'E = go* ~ A, 

angle P = i8o* — (go* — . ^R) = go -+- A, 
angleP' = go -^ L; 

et d'après les propriétés démontrées aux art. 54 et 65, les relations 
cherchées seront 

sin Z7 = cos 6) sin A + sin t» cos X sin L 1 

tangA = ^^^ ^- ) 

sin A = cos 0» sin 27 — - sin 0) cos /7 sin ^ ) 

_ coâ<vsiii>A + 8În*«»tangD > (II). 

^°S^ - H37Â — J 

Les deux premières font connaître l'ascension droite et la déclinaison 
par la latitude et la longitude, les deux autres donnent la solution 
du problème inverse. 

L'analyse adoptée dans ce chapitre, conduit de même fort simple- 
ment à ces relations. Pour le prouver, représentons par :x;',y, z'Ip 



»'= rcosLcos A 
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système de coordonnées rectangles relatif à récliptique ^^ mais sup- 
posons que l'axe des x' soit le même que celui des Xi on aura, pour 
l'astre E que l'on considère, 

1 . V v=r sînAcosZ? I ,fv z=rsinD)/^N 

Mais quand on passe du système de coordonnées x^y^zk liautre 
x^j/, z', on a dans Fhypothèse actuelle, et parce que l'angle des 
axes j, y est ft>, 

x=:x\ y ssy cos ft> — z' sin £*, z= tI cos m H^y sin a (rf); 

réciproquement, 

^' = x, y =j)^cosû> + 2 8inâ>, z' = 2 cosû)*— j'sînû) {e)\ 

par conséquent si Ton met dans les relations {d) pourx, j^, z leurs 
valeurs (a), (i), (c), on aura tout d'abord 

cos A cos 2? = cos L cos A 

sin A cos 27 = sin i cos A cos o) — sin A sin où \ (/^, 



sin 77 = sin A cos 



^ . ] 

A cos cù — sin A sin û> \ 
& + sin L cos A sin û^ j 



et si l'on procède de même à l'égard des relations inverses {é) , 
on aura 



cos L cos A s= cos A cos D 
sin L cos A = sin A cos D cos ûi 4- sin 
sin A = sin JD cos o) — sin iil cos 



in JO sin « > {g). 
os 27 sin û) 3 



Divisant maintenant la seconde et la troisième formule (/") suc- 
cessivement par la première , on obtiendra , conune par la Trigono- 
métrie sphérique, 

♦«...^ it sin L cos • — tang A sin • 

tang A = =—2 

° cos L ' 

^ 71 (tang A cos i» + sin L sin ») cos vft 

^ """ cosZ» * 

Enfin, opérant sur les formules {g) de la même manière , il viendra 

*^°8^ = 3^735 » 

^ ^ (tang D cos • — sin A sin m) cos L 

tang Â ss ^^^-g . 
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On voit par ce procédé analytique , tout fondé sur la simple 
transformation des coordonnées, qu'on retrouve avec une extrême 
facilité les formules principales de la Trigonométrie sphérique. 

a6o. Revenons à notre sujet. En Astronomie, la position du zénit, 
à l'égard de l'équateur, est donnée par son ascension droite^ et sa 
déclinaison A; car cette ascension droite est le tems sidéral à l'époque 
de l'observation de l'astre, et la déclinaison du zénit est la latitude 
géocentrique, laquelle est égale à latitude géographique H^ moins 
l'angle eo de la verticale avec le rayon de la Terre (art. ai). Cet 
angle se calcule par la formule suivante : 



^ ~' \a^+by «rF~V+*V sinfl'' "*" 



. • . 



qui dérive de celle (8) de l'art. 168. Mais la table XI le donne sur- 
le-champ pour l'aplatissement 3^. 

Quant à la longitude tz et à la latitude q du zénit , , on ne peut les 
déterminer qu'à l'aide des formules démontrées ci-dessus, savoir : 

, sîo # sin h cos /r cos h 

tang n = cos ûi tang^+ -^^j^, cos q = ^^^^ , 

ou, pour lever le doute sur l'espèce de l'angle q , 

sin 9 = sin A cos cù — cos h siu c» sing. 

Les valeurs de n et 9 étant trouvées, il sera facile ensuite de 
calculer les parallaxes de longitvde et de latitude, qui sont fonctions 
de ces valeurs. Les unes et les autres se calculent avec les loga- 
rithmes à cinq décimales. 

a6i. Afin de tirer quelques conséquences des formules générales 
de parallaxe, déduisons d'abord l'expression de la parallaxe de hau- 
teur de celle de distance polaire a* = A' — A. Pour cela , faisons 
coïncider le pôle de l'équateur avec le zénit, ou ce qui est de même , 
prenons l'équateur pour l'horizon ; alors A deviendra égal à la distance 
zénitale vraie géocentrique iV, et A' sera la distance zénitale appa- 
rente Z. Dans la même hypothèse, la parallaxe d'ascension droite 
JR! — ^ sera nulle ; ainsi , la formule dont il s'agit donnera sur-le- 
champ, à cause de As= 90*, • 
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8În r . __ . ^ 

OU changeant cr en «zr, et A en iV, on a 

sîn «29- = sin n sin (N+ nar) = sin n sîn Z; 
c'est la formule de parallaxe de hauteur démontrée à l'art. a55. 

a6a. Pour arriver aux formules de parallaxe annuelle, on suppo- 
serait l'observateur sur un point de l'écliptique ; dans ce cas , la 
latitude q du zénit serait nulle, et la longitude n de ce point repré- 
senterait la longitude terrestre , tandis que n désignerait la parallaxe 
annuelle ou du grand orbe , lorsqu'elle est la plus grande possible. 

Cela posé, soit ^ la longitude héliocenlrique de la Terre (art. 19), 
O le lieu du Soleil, p la parallaxe annuelle en longitude, n celle en 
latitude; la formule (C) donnera, à cause de $ = O — 180*, 

_ na 'm{L—t) _ _^ na in(L — Q) , 

* COd A C03 A ' 

L et A étant la longitude et la latitude d'une étoile. 

La série (D) fournira la parallaxe annuelle en latitude , et se ré« 
duira, avec un peu d'attention, à 

>j= nsinAcos (L — i) = — nsinXcos(X, — O). 

Ces deux formules n# sont qu'approximatives; mais elles suffisent, 
puisque l'existence de n est encore révoquée en doute pour les 
étoiles même les plus brillantes. (Voyez V^stronom. de M. Delambre, 
tom.III, pag. 137 etsuiv.) 

2265. Lorsque la Terre est considérée comme sphérique, la pa^ 
rallaxe horizontale d'un astre qui reste à une distance constante de 
la Terre, est la même pour tous les lieux où elle peut être observée. 
Elle est au contraire variable pour la Terre elliptique. Par exemple, 
sous Péquateur elle est à son maximum^ et au pôle elle est la plus 
petite possible, toutes choses égales d'ailleurs. Comme dans les éphé- 
mérides on ne donne que les valeurs des parallaxes équatoriales, et 
que dans les calculs astronomiques on fait usage des parallaxes 
horizontales, ou pour mieux dire, des plus grandes parallaxes de 
hauteur, pour un lieu dont la latitude est donnée; on exprimera 
celles-ci en fonction des prenûères, ainsi qu'il suit 



LIVRE QUATRIÈME. 47 

Soit a le rayon de Téquateur terrestre, R le rayon correspondant 
au point dont la latitude est H^ U! la parallaxe équatoriale, et II la 
parallaxe horizontale; on aura, en désignant en outre par r la di- 
stance de la Terre à Tastre , 

par conséquent 

sin n = - sin n'; 

enfin, substituant pour R sa valeur (art. 167), on a, à très peu près 
n = n' (1 — i^'sin* Jï) = n' (1 — « sin* H)i 

Calcul des parallaxes de longitude et de latitude. 

364« On remarquera que le nonagésime et le milieu du ciel ou 
le zénit sont toujours l'un et l'autre d'un même côté, par rapport 
au colure des solstices (art. aSg). 

Soit, comme l'a supposé M. Delambre (^stron.j tom. I^pag. 386), 
longitude de la Lune. • L =s io*55'ii", latiLboréaleAs= o*3a'45", 
nonagésime ou longit. 

duzénit n=34o* 5'i5", lat.duzénit5[ = 6a*29'6o", 

latitude géocentrique B"= 48*39'5o", 
parall. horiz. C> ou n=: 5^' a",5} 

on aura la parallaxe de longitude L' — L par la formule (C), dont 
Toici le calcul : 

L= io*65'ii" 

71 = — 19.56.40 

£1 — < 7Z =5 3o,5i«5i. 

i*' terme. flî* terme» 

sin n = 8,19644 
cos q = 9,66445 

c.cos A = o,oooo a log ^ = 9,69897 

7>86o9i 7>86o9 1 

sin (Zi— n) = 9,71012 7>86o9i 

c.sin 1" = 5,3i445 sin2(L — n) = 9^9^^^^ 

log i« terme « i;;88546 ^-^^^ ^" = ^Il^L 

log.a® terme = 0;6Soo5., 
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1" terme = 768"! 6 
2« terme = 4,79 
parallaxe de longitude = 773,96 = ia'5a",95.' 

■ 

Le troisième terme négligé est seulement •+• o",o3 ; on a donc 

longitude apparente L/ = io*55'ii" + 12' 53" 

= 11- S' 4". 

La parallaxe de distance polaire s'obtiendra à l'aide de la for- 
mule (D), et ainsi qu'il suit. 

n = — 19.56,40 n = — 19.56.40 

^i±^ — 71= 3o.58.i7 ll^n^ 3i. 4.44 

^^^ = ©• 6' a6",5 

i" = 90* — X = 89. 37.15. 
1*' angle subsidiaire. s* angle subsidiaire. 

sin n = 8,19644 log 3 = o,3oio3 

sin ç = 9,94793 j^ (^-^^ = 7,3737a 

c.sin(L — n) = 0,38988 ««s J" = 7,9789» 

tang u' = 8,14707 C08 (j-^ n j = 9,93519 

u' = o*48' i4"o c.8in(L — n) = 0,28988 

1/ = o. 0.12,5 . tang 1/ ="5,77674 

i/~^l/ s= 0.48. 1,7. c-sin 1" = 5,5i445 

log <;' = 1,09017. 
Calcul de la parallaxe de dislance polaire , cT — J^ == n. 

, i" tenue. a* terme. 

sin (u' — #^) = 8,14523 
c.cosu' = o,oooo4 

C . CO8 V' = 0,000-bO ,^,g ^ ^ g gggg^ 

8,j4526 , 8,i45a6 

sin «T = 9,99998 8,14626 

c.sin 1" = 6,5i445 sin scT = 8,27994 

log i« terme s= 3,46967 ^'^"^ ^" = 5,5 1 44 5 

log a*' terme s=s 9,58386. 
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i« terme = 288i"8o 
a« = o,38 

parallaxe n = 2882,18 = 48'2",i8. 

On parvient à la valeur de cette parallaxe plus exactement et plus 
simplement ainsi qu'il suit. D'abord à cause de l'expression finie 

cot J^' = t^^ (cot J^ - !lîi£i^), 

sm (L — n) \ smd' /^ 

n • . . A sin n sîn a 

on a, en misant tang 8 = — ^~> > 



cot cT' = ^^°C^'~^)^^C^+^) . 

sin (L — n) sin ^cos # ' 



formule qui donne la distance apparente au pôle de l'écliptîque. 
Opérant avec les logarithmes à sept décimales, il vient 

sin n = 8,1964370 

sin q = 9,9479187 

c.sin J^ = 0,0000197 

tang 9 =3 8,1445754 

ô = o* 47' 55"9 c.cos 6 = o,oooo4a2 

J^ = 89.27.16,0 c.sin éT = 0,0000197 

J^+e = 90.15. io,'J <^^ («J'+S) = 7,645o44i - 
''^ ^ '^ sia(L' — n) = 9,7ia833o 

c.sin (L — n) = 0,9898798 

cot /' = 7,6478188 — 
c.sin 1" = 5,3i44a5i 

• «T' = 2,9622439 — = 9i6",75. 

• de là. J" = 90* 1 5~6^73 

et puisque «T =89.27.15 

on a » = 0.48. 1,73. 



a. 
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CHAPITRE IV. 

JDesJbrmules de précession en asccTision droite et en déclinai- 
son ^ et de' leur usage pour calculer les positions moyennes 
des étoiles. 

fl65. Xje phénomène en vertu duquel tous les astres semblent 
doués d'uu mouvement commun d'occident en orient et se mouvoir 
parallèlement à l'ccliptique, lorsque Ton compare leurs positions à 
celle du point équinoxial du printems, affecte les ascensions droites 
et les déclinaisons j mais le mouvement progressif le long de Péclip- 
tique n'étant que de 5o'',i par an environ, ces deux coordonnées 
n'éprouvent elles-mêmes que de petits changemens dans le même 
intervalle de tems. Toutefois ces changemens ne sont pas entière- 
ment dus à la variation de la longitude; une partie, très petite à la vé- 
rité, dépend de la variation séculaire de l'angle des plans de l'éclip- 
tique et de Téquateur. Pour avoir égard à ces deux circonstances, il 
faut donc considérer en général la longitude L et l'obliquité « comme 
des quantités variables. Mais afin de pouvoir traiter les variations 
actuelles comme des diflerentielles, nous supposerons qu'elles cor- 
respondent à un intervalle de tems très court. 

D'abord, en reprenant la notation et les formules de l'art. 258, 
on a 



X =rco8-rRcosZ7 
x' = r cos L cos A 



\(^^ y =rsv[\^cosD\ry. z=rsinZ7),^. 
j^'^' y;=rsinLcosA]^'^^ z' = rsinxP' 

(4) (5) (6) 

» = ^'> y =y cos « — z' sin û>, z = z' cos û>4-JK' sin ^w. 

Soit dL le changement de longitude, et dœ celui de l'obliquité; 
dJ^.y dD les variations qu'éprouvent l'ascension droite et la décli- 
naison en vertu de ce changement. Les quantités constantes, par 
suite de Thypothèse précédente, sont r, A et z'j car r est le rayon 
de la sphère céleste, et A, z' sont les distances circulaire et rec- 
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tîlîgne de Pastre au plan de récliptique suppose fixe. Ainsi ^ en 
difierenciant la première équation (3) , il viendra 

dz = rdD cos JD; 

d'ailleurs, de la relaticm (6) on tire 

dz = dùf (y' cos a — s' sin «) •+• dy sin ea = ydcè + dy sin ». 

Différenciant de même la deuxième équation (a), on a 

dy = rdL cos L cos A = rdL cos JX cos 27, 

puisque x = xf. Par suite 

ck = rdcû cos Z? sin A •+• rrfL cos D cos ^. 

Égalant ces deux valeurs de A: et divisant tout par rcos Z>, il vient 
enfin 

dD z=s dco sm JR. ^ dL sin où cos ^ (â&). 

Maintenant, pour obtenir la variation en ascension droite, on 
différenciera la première équation (a), qui donnera 

dy = rrfift cos A cos D — rdD sin JR. sin 27, 
et de la relation (5) on tirera , à cause de celle (6) , 

dy =idy cos « — rfa> {y sin ûp -f- z' cos û>) = c(y' cos » — tdoê. 
De plus, la deuxiéipe équation (a) fournit 

dy s= rdL cos L cos A = rrfL cos Jl cos 2), 

par conséquent ( 

dy = rrf/i cos eo cos A cos D — rdea sin 27. 

Égalant cette valeur à la précédente , et effîiçant le fiioteur commun, 
on obtient 

(/JR.cos^cos27 — rf27sinAsin27==rf2.cosû>cosAcos2>r— ûf«8in27f 
puis remplaçant dD par sa valeur (a) , on trouve, après avoir.réduit, 
t/iA=: — dcê cos^ tang D-{-dL{cos m 4- sinoi siniillang27) (j3). 
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a66. Ces calculs étant purement analytiques, voici une autre 
solution en faveur de ceux qui préfèrent les méthodes trigonomé- 
triques. 

De la première des relations, 

(i') sin A = cos {àsinp — sin m cos DsinjRy 

(2') sin D = cos âi sin X -f- sin £» cos A sin L^ 

(S') cos -rR cos D = cos L cos X, 

# 

démontrées à Fart, a 5g, on tire, en différenciant, 

dD = — ^^ ■ y, î 



mais des valeurs (1'), (2'), on déduit 

sin D — cos m sin A 

sin m 



^ • V sin D — cos «f siD A • * • -r^ ■ -r^ • ?> 

COS A sm L = -. -^^ = sm « sm J9 + cos ^w cos J9 sm A ; 



par conséquent, comme ci-dessus, 

dD =:dcûsmAX + dLsm(» cos Ai (a). 
La relation (3') donne 

« n dLcos A sinZr — JD sin D cos ^A 
uAx = — — T — ^ =r . 

sm M cos D 

Substituant pour cos X sin L et dD leurs valeurs précédentes , et 
réduisant, on trouve définitivement 

dA = — c/û)CosAtangZ? + rfL(cos« + sinû>sinufttangZ?) (jS). 

Ces formules différentielles (a) et ()S) ne conviendront au phéno- 
mène de la précession des équinoxes, qu'autant que dL sera rem- 
placée par sa valeur annuelle 60", 1 ; mais alors les termes en dcù étant 
insensibles pour un si petit espace de tems , comme on le verra 
bientôt, on a simplement 

(a'), préc. ann. en décl. , oudD = 5o",i sin œ cos A, 

ifi) 7 précess. ann. en A, ou djR = 5o", 1 (cos û) + sin û> sin Jl tang D). 

Dans toutes ces formules , e» représente Tobliquité moyenne de 
récliptique (art. 36). 

Lorsque tang D ne croit pas trop rapidement, c'est-à-dire quand 
la distance polaire de l'astre n'est pas trop petite , il n'y a aucun 
inconvénient à supposer dL proportionnel au tems , dans le calcul 
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de la variation en ascension droite et en déclinaison pour plusieurs 
années. Ainsi, au lieu de dL on écrira ± t. 5o",i , t étant le nombre 
d'années écoulées depuis la première époque jusqu'à la seconde ; 
mais pour plus de précision, l'on emploiera au lieu de ^41 et Z7 leurs 
valeurs correspondantes à l'époque moyenne; on veixa bientôt une 
application de cette remarque. Nous observerons, quant à présent , 
que f se prend positivement ou négativement, selon que l'on cherche 
la position d'une étoile , pour une époque postérieure ou antérieure 
à celle pour laquelle cette position est connue. 

267. Dans les observations qui demandent l'exactitude la plus 
scrupuleuse, on ne considère pas la variation annuelle en longitude 
comme constante, on la détermine au contraire d'après des for* 
mules de la Mécanique céleste. En effet, l'observation et la théorie 
ont fait connaître d'une part, qu'en rapportant le mouvement pro- 
gressif du point équinoxial , soit à une écliptique fixe comme celle 
de 1760, soit à l'écliptique mobile ( art. 55 ), ce mouvement, produit 
par l'action des astres sur le sphéroïde terrestre, est irrégulier. Or, 
la précession luni-solaire tt' (fig. g , tom. I ) étant désignée par 4> 
c'est-à-dire celle qui aurait lieu sur l'écliptique fixe, par l'action 
combinée de la Lune et du Soleil, serait, à partir de 1750 et au 
bout du tems 1760 + ^9 

%{/ = t. 5o",2876 — V . o",ooo 1 2 1 79 ; 

c'est en effet ce que donne la première fonnule de la page i58 du 
tome III de la Mécanique céleste , en la développant suivant les 
puissances du tems, et prenant pour unité la seconde sexagésimale. 
La précession totale t,t' ou la rétrogradation du point équinoxial 
sur l'écliptique vraie, étant représentée par 4S serait, à partir de la 
même époque, 

4' = f.5o'',o992 + i'.o",oooi22i5; 

ainsi la différence de ces valeurs, ou le mouvement direct du point 
équinoxial, occasionné par le déplacement de l'écliptique, est 

4 — 4' = f.o",i884 — . «•.o>oo24394. 

Si donc l'on fait cù = 23*28' 25", qui était l'obliquité moyenne 
en 1750; on aura, pour le mouvement direct T'T" ou f« du point 
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équinoxîal en asccDsion drate. 



C.-^' 



s= /.oVo54o — r.o",oooa6595, 



cos« 

et pour son noKNiTement annuel, 

Ai == o",2o5i5 — f.o",ooo53i9. 
De plu», le changement de l'obliquité de Téquateur sur récliptique 
fijte ou dcà = + f o",ooooo984a , 

et sur récliptique mobile 

rf» = — f.o",52ii54 — <*.o",ooooo2725; . 
de là 

. précession luni-solaire ann. 4 = 5o",28749 — f.o",oooa4358, 
préceesion générale ann. 4^' = 5o",o9927 -+- t o",ooo2443. 

On réduira ces formules à Pan 1800, en supposant / = 603 ce qui 
donnera pour x8oo + ty 

précession ]uni-3olaire ann. 4 == 5o",2755i — if.o",ooo24358, 
précession générale ann. 4' = 5o",iii48 -f- f.o",ooo2443, 

yx = o",i7854 — f.o",ooo53i9. 

268. Telles sont les valeurs à substituer dans les formules de 
précession annuelle, savoir : 

dD =: 4 sin « cos >ft -f- dt»' sin A, 

djR. sïj: — A^H-4 (cos a + sin 6» sin ^ tang D) — da' cos^ tang Z7; 

• 

lesquelles sont précisément celles de la Mécan. céL, tom. II, p. 55o. 
Ainsi, d'après les valeurs ci-dessus, on a, pour 1800, 

dD = 5o",2755i sin cù cos A -|- o",ooooo984 sin A, 
dA. = — o",i 785^ + 5o",2755i (cos 6» + sin â> sin A tang 27) 
— 0^,00000984 cos ift tang D. 

Quand la déclinaison est australe, on fait tang jD négative , et Ton 
change le signe de la valeur de dD^ après quoi Ton ajoute cette 
valeur à la déclinaison 'Z7 considérée comme positive; c'est ainsi que 
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procèdent les astronomes. Mais il est sufiisant d'employer les for- 
mules suivantes : . 

(a") . (fJD = 72 cos A, 

(j8") dJEi =5 m + 71 sin ift tang JD, 

en y supposant alors m = 4 c^^. û) — - fc et /i = 4 sin «. Les quantités 
m et 71 sont ce que les astronomes appellent constantes de la pré- 
cession en ascension droite et en déclinaison. 

« 

Prenant donc pour époque Tan i8oo, on aura ai = a3*a7'57", 
et à cause de la valeur précédente de 4 > on trouvera , tout calcul fait, 

. r m = 45"95oi + f.o"ooo3o847 
^^^ » I 71 = ao,0246 — 2.0,000096993. 

■ 

D'après les observations et les calculs les plus récens de M. Bessel , 
on aurait {Connam. des Temsj 1819), à partir de 1760, 

4 = 2.5o"34o499 — i*.o"oooia 17945, 
4' = /. 60,176068 + <•. 0,0001a ai483, 

^ = t. 0,17936 — i*.o,oooa6 6o3^4, 
dcû :=: '^ t. o,48368 — f^.OjOOooo a7aa9j 

et par suite, pour l'époque de 1800, 

m = 46''oii35 + f.o"ooo3o8645, 
n = ao,o4554 — ^.o, 0000970304 j 

néanmoins nous nous en tiendrons aux résultats ci^dessus, dans le 
petit nombre d'applications que nous en ferons. 

M. de Zach a donné dans ses Tables d'aberration et de nutation, 
pag. 37 , vol. I , les valeurs de 4 ^t 4S ^^^^ ^^ celles des constantes 
771 et 71 pour différentes époques ; mais ce célèbre astronome s'est 
trompé relativement aux valeurs de la précession luni-solaire an- 
nuelle qu'il donne croissantes depuis i45o jusqu'à 1960, puisque ^ 
suivant les formules de la Mécanique céleste rapportées ci-dessus y 
il est constant qu'elles vont au contraire en diminuant. Par exemple, 
M. de Zach annonce que, d'après ses dernières recherches, l'on a , 
à partir de 1760, 

4 =■ 5o"a39o55 4- f.o"oooa3485, 
4' = 5o,o54o, 
fc =5 o,aoi683 •— ^•0,0000019. 
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Mais d'une part, le second terme de la valeur de 4 est positif au 
lieu d'être négatif; d'autre part, le second terme de la valeur de f^ 
est beaucoup trop petit. Nous signalons cette petite erreur, parce 
qu'elle s'est propagée dans l'évaluation des mouvemens propres, 
par M. de Zach. 

APPLICATIONS. 

a6g. La position moyenne de l'Épi de la Vierge ou ««fi , étant prise 
dans le Catalogue d'Étoiles de Bradley, on trouve qu'au i*"*^ jan- 
vier 1760, 

A = 6-^1 8* S' 44'',!, variation annuelle •+• 47^003, 

Z? = 9.54. 3, (australe), variation annuelle + 18,987. 

On demande cette position moyenne pour le 1^ janvier 1800? 

Solution. De 1760 à 1800 il s'est écoulé 4o ans; l'époque moyenne 
est conséquemraent 1780. Rapportant à cette époque l'ascension 
droite et la déclinaison précédentes, on aura, en supposant les varia- 
lions proportionnelles au tems, 

A, — 6''i8«24'a4"i6, 
D^ = 10, 0.22,74, 

Déterminant ensuite les deux constantes m et n pour l'époque 
moyenne, on aura, d'après les formule ci-dessus (y)^ 

m = 45",9439, n = 2o",o265. 

Substituant ces valeurs moyennes dans les deux formules (/3''), (a"), 
et opérant par logarithmes, on aura, à cause de ^ = 4o ans, 

Pour la précession en ascension droite. 

log n = i,3oi6o5i + 

log 4o = 1,6020600 + 

l.sin A' = 9,4995573 — 

l.tang Z?* = 9,2466997 — 

1,6496221 -4- = -+- 44^629 
partie constante ^o.m = 3o' 37,766 

Précession en ^ pour 4o ans, ou d^ = 5i . 22,585. 
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Remarquez qtre nous avons affecté tang D du signe négatif; parce 
que l'étoile est clans la région australe. 

Pour la précession en déclinaison. 
log n = i,3oi6o5i — 
log 4o = 1,6020600 •+• 
l.cos -rft, == 9,9773960 — 

log dD = 2,880861 1 + = + 760^09 
Précession enZ^our 4o ans, ou dD s= la' 40,09. 

Nous avons changé le signe de ti, parce que la déclinaison est 
australe (art. 268). Si on voulait le laisser positif, il faudrait prendre 
D négativement; mais les astronomes sont, comme nous l'avons 
dit ci-dessus, dans l'usage de procéder de l'autre manière; c'est-à- 
dire qu'ils considèrent les déclinaisons australes et boréales comme 
positives. 

Soient ^' et ZX l'ascension droite et la déclinaison cherchées ; on 
a en général 

A' = A + dJ\, ly =: D + dD; 
ainsi la position moyenne de a de la Vierge était au 1*' janvier 1800, 
d'après le Catalogue cité, 

A' = 6^i8*4o' 6"485, 

jy =Z3 10. 6.43,09. 

Les formules ( I ) de l'art. 269 servent à résoudre généralement 
le problème actuel ; mais la solution précédente est sulHsantc pour 
notre objet. 

On a soupçonné dans quelques étoiles des mouvemens propres. 
Par exemple, la position moyenne de a de la Vierge, déduite des 
observations à l'époque de l'an 1800, ne se trouve pas être exacte- 
ment la même que celle ci-dessus, conclue des observations faites 
en 1760. En effet, à l'époque du 1" janvier 1800, et 

Suivant Maskeline. . Ji'=z 6^1 g^^o' G^oSo , suivant Piazzi D' = i o» G' 4'a*'8 

Par le ealcul précédent A' = G. 18.40. G,485. Z/ = 1 0.6.4^. ^ 

Différence pour 4o ans = , — o"4a5 = — o'î. 

En supposant toutes les observations parfaitement exactes, et 

la précession moyenne telle que nous l'avons employée bien conuuei 

l'Epi de la Vierge paraîtrait par conséquent avoir un mouvement 

propre en ascension droite et en déclinaison ^ Tun de — o'',425 pour 

2. 8 
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4o ans, Tautre de— o",d pour le même tem». Mais, tu Textrême 

petitesse de ces deux quantités , ce mouvement est très douteux. 

s 70. Trouver la variation annuelle en ascension droite et en 
déclinaison de la polaire , pour le i*' janvier iâiO| sachant qu'à cette 
époque 

JD = 88.17.4a (boréale). 
Solution. Parles formules précédentes^^^n a, en 18x0, 

m = 45",9532, n = 2o",oa36; 

âe là les formules (j8") , (a") donnent 

]og/i= i,3oi542i log 71 = i,5oi54ai 

sin^ = 9,3726297 coSiA = 9,9876784 

tang 2? = 1,626270 1 i^g^2? = 1,2891205'=: i9",459; 

2,2oo34i9 == i58"6i4 

constante m= 46,963 

AR = 204,667. dD = 19^,459. 

Dans les Catalogues d'Étoiles, comme celui qui est inséré dans 
la Connaissance des TemSj et qu'on renouvelle tous les la ans, 
les colonnes intitulées variation annuelle, comprennent ordinai* 
rement en un seul terme la précession annuelle et le mouvement 
propre , ce qui dispense du calcul précédent. 

Pour les besoins ordinaires, on multiplie chaque variation, prise 
avec son signe, par le nombre des années, mois et jours compris 
entre l'époque du Catalogue et celle à laquelle on veut rapporter la 
position de Fétoile , afin d'avoir la variation totale cherchée. Si là 
seconde époque est postérieure à celle du Catalogue , on ajoute les 
produits à l'ascension droite et à la déclinaison données parceCata» 
logue ; si au contraire la seconde époque est antérieure à la première, 
on soustrait ces produits. Cependant, cette proportionnalité n'est pas 
rigoureusement exacte, comme nous l'avons déjà remarqué (art. 266)^ 
sur-tout lorsque les étoiles sont très près du pôle. Par exemple, la 
variation annuelle en ascension droite de la polaire ou de a de la 
petite Ourse , est, d'après le calcul précédent, de 2o4",667 ^^ 1810, et 
elle augmente sensiblement d'une année à l'autre ; il serait donc 
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nécessaire, en faisant usage de la formule (j3") qui donne la varia- 
tion annuelle , de calculer cette variation d'année en année , en 7 
changeant chaque fois les valeurs de A et 2? , c'est-à-dire en prenant 
celles qui correspondent au point de départ; mais on évite ce calcul 
&stidieux, par la méthode suivante. 

Si l'on différencie les formules (a"), (/3"), on aura, en regardant 
jn et 72 comme des constantes et rétablissant l'homogénéité , 

(a.) d^D = — 71 sin ArfJR sin 1", 

CiS.) d^A = dD tang DdJR. sîh 1" + 7Z sin A ^^ sin x". 

Ces différentielles secondes expriment les changemens survenus 
aux mouvemens annuels d'une année à la suivante, en prenant dD 
et AR pour ces mouvemens. Ainsi, par des additions répétées des 
▼aleurs de d^D et d^Ay on aura les variations d'année en année. Par 
exemple, appliquant les formules (a,), (j8^) à la polaire , pour laquelle 
les variations annuelles en 1810 sont rfZ?=i9",459 et rfA=âo4",567, 
on trouvera 

d^D = — o",oo5 , 

c'est-à-dire que dD diminue d'une année à l'autre de o",oo5, et 
que dJR. augmente de i",i5i; on a donc 

En 1810 variât, anu.i/iil =ï; ao4"667 var.ann.rfZ7 =: ig"459 

En i8ii •••. =: ao5,7i8 = 19, 454 

En 181a • = 5206,869 = 19,449 

Mouvem.pour5ansen^ = 617"! 54 en 2? = 58"36a, 

Si l'on voulait calculer par cette méthode le mouvement pour un 
grand nombre d'années, il conviendrait, pour plus de précision, de 
déterminer le mouvement annuel correspondant à l'époque moyenne 
(art. 266), afin d'éviter d'avoir égard aux dififérentielles troisièmes. 
Ce serait sur-tout nécessaire relativement à l'ascension droite qui 
varie irrégulièrement. 

Il y a plus; si l'on demandait la variation en ascension droite 
pour un jour quelconque de Tannée, à l'aide de la variation an- 
nuelle 2o4",567 5 iï serait encore plus exact et plus court de renoncer 
à la méthode des parties proportionnelles, pour multiplier cette 
variation annuelle ou toute autre par le facteur pris dans la table XII 
calculée par M. Maskeline, pour tous les jours de l'année. 
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CHAPITRE V. 

Calcul des positions apparences des étoiles. 

Formules de natation. 

a'ji. Îji Tobliquilé de l'écliptique et le mouvement du point équî* 
noxial en ascension droite n'éprouvaient aucune inégalité pé- 
riodique , les positions des astres dont il a été question dans le 
chapitre précédent, seraient telles dans la nature; mais la Lune^ 
en agissant sur le sphéroïde terrestre d'après les lois de l'attraction 
universelle, fait osciller l'axe des pôles de l'équaleur, de manière 
qu'il en résulte alternativement une augmentation et une diminution 
dans l'obliquité, ainsi que dans le mouvement du point équinoxiaL 
Ce phénomène de la nutation , découvert par Bradley , dépend donc 
essentiellement de la situation de la Lune dans son orbite ou de 
celle de ses nœuds ; mais la théorie seule a fait voir qu'il est réglé sur 
le mouvement moyen du nœud ascendant (art. 28). 

Obligé, conmie tous les astronomes, d'emprunter dans cette 
circonstance les résultats de la théorie , nous observerons que dcà 
étant la variation d'obliquité, dL celle de longitude, produites toutes 
deux par la nutation, et ^ la longitude moyenne du nœud ascen- 
dant de la Lune 9 on a 

de» = 9^648 cos Q , rfi = - S^^^Scos^ ^ «m Q 



CO:i m sin m 

Sir 



les deux demi-axes de l'ellipse de nutation étant q",648 et ^ ' ^ ^^^ 

(Mécan. céleste j tom II, pag. 55i , et Tabulœ spéciales Aher. et 

Nutj vol. I, pag. 116, par M. de Zach); ou bien, prenant pouro» 

l'obliquité moyenne de l'écliptique en 1810, qui était aS^ay'ôa", on 

obtient 

dûi = 9",648 cos û , dL^^ i8",o38 sin Q • 

Ces deux inégalités coexistantes, dont la période est de 18 ans i 
environ, se portent sur les ascensions droites et les déclinaisons; 
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ainsi, il s'agit maintenant de trouver les corrections à faire aux po« 
sitions moyennes des étoiles pour avoir leurs positions vraies. 
Mais ce nouveau problème est tout résolu par les fogrmules (<x) et 
(jS) de Part, a 65, si Ton y met pour do^ et dL leurs valeurs précé- 
dentes; on a donc 

nutation en Do\idiy=:—' 7",i82COS Asin Q +9",648sin Acos^J, 
nutationenAou(3Ul'=— i6",544sin û— [7^i82sin Asin ft 

+ 9",648cos.«cosfi]tangZ?. 

On suppose ici que la déclinaison est boréale; si elle était australe^ 
il faudrait changer le signe de la valeur de dD' et prendre tang D 
négativement, comme il a été dit à l'art 368. 

Il suit de là qu'en désignant respectivement par A' et D' Fasceu- 
sion droite et la déclinaison vraies, on aura 

Z>' = 2? H- dD'j A' = A + d^. 

372. Ces formules ont été données pour la première fois par 
Lambert; elles lui ont servi à construire des tables générales très 
simples et très utiles, qu'on trouvera à la fin de cet ouvrage. Voici 
la manière de les disposer pour cet eflfèt. 

Soit c?« = m cos Q , JL = — 72 sin Q , les formules {et) et {/S) 
se changeront en celles-ci : 

dD' = m sin iRcos Q — n sin a cos A sin Q , 
djR! = — mcos jR cos fl tang D 

— 71 sin 01 sin ^ sin Ci tang 27 — n coso» sin Q. 

Mais en général 

sin X cos j^ =: ^ sin (x -^y) H- 1 sin (5C— jk)> 
cos :« cos j^ = 7 cos (^c + 7) + 7 cos {x — jK)> 
sin X siny = i cos (x — jy) — i cos (x 4-jk); 
ainsi 

cfJD'zsiCTTi— 7isînû))sin(A+Q) + î(77i+7îsin»)sin(-il— û), 

dJM=i — ncosc^sia Ci 

~[i(77i— 7isinû>)cos(i«+û)H-T(^+7isina>)cos(A— Q)]tangZ7j 

ou en nombres 
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dD' s= 8",4i5 sin (A— ft)4- i^a33 sin (A -H Q) 
JA' = — i6",644sinQ 

-.[8>i5cos(A— ft ) H- i",a33 cos (A + fi)] tang 1?. 

La table de nutation en déclinaison se composera par conséquent 
de deux parties qui auront pour argument Tune Â — fi , l'autre 
^ -1- Q . Or , on rendra la table de nutation en ascension droite 
dépendante de la première , en écrivant la vdeur de dJK. ainsi 
qu'il suit : 

£/A'=— i6",544sinfi 
-f.[8",4i5sin(^— fi— 3-^)+i^233sin(^-{-fi— 50]tangl?; 

ce qui est permis , puisqu'en général 

sin {x — 5*^) = sin (x — go*) = — cos x. 

Réciproquement l'on fera dépendre la table de nutation en déclinai- 
son de celle de nutation en ascension droite, en écrivant la valeur 
de djy comme il suit : 

du = ~ 8",4i 5 cos (^ — fi + 30 — i",a33 cos (A + jj + 3^. 

Il suffit donc d'ajouter à la table une troisième partie pour le 
termci— i6",544sin fi.. C'est d'après ce précepte qu'a été construite 
la table XIII. 

373. Nous venons de calculer l'effet de la nutation lunaire en 
ascension droite et en déclinaison. Le Soleil produit aussi une nuta- 
tion toute semblable , mais beaucoup plus faible , et don*t la période 
est d'une demi- année seulement. Lprsqi^'on y a égard, on l'ajoute 
à celle qui provient de la Lune , et l'on a ce qu'on appelle la nutation 
luni'SoIaire. On évalue séparément la nutation solaire en ascension 
droite et en déclinaison , à l'aide des mêmes formules (a) et (^) de 
l'art. 365, mais dans lesquelles il faut &ire 

J«2=o'',4346cosaO,etrf£== — ^^-sinaO=— i>oisiQ20; 

O désignant la longitude du Soleil pour le moment où Ton calcule la 
nutation : alors on a 
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nutat. sol. en 27 =5 o",4i 7 sin (A — a ) + o'^^mB sin ( A + a ©.) 
nutat. sol. CD AX= — o",9i 8 sin 2 © 

— £o",4i7 cos (ill — 2O) -f- 0V18 cos (A + af©)] tang D. 

Ces deux formules sont absolument de même forme qùè les 
précédentes , et leurs coefficiens numériques sont à peu près le -r» dé 
ceux qui leur correspondent. Il suit de là que les tables de nutatioo 
lunaire serviront pour calculer la nutation solaire, en divisant leurs 
nombres par 18, ou en les multipliant par 0,06. 

Formules d'aberration. 

374. îl résulte de l'explication du phénomène de l'aberration de la 
lumière des astres , donnée à l'art. 38 , que pour déterminer gra- 
phiquement Taberratioû due au moiivetaent annuel de la Teirfe, 
abstraction faite du mouvement propre de l'astre dont émane la itio- 
lécule lumineuse qui parvient à notre œil, il faut pretidire sur la droite 
que décrit cette molécule^ et à partir de l'observateur, puis sur la 
direction du mouvement de la Terre ou sur la tangente à l'orbè 
^'elle parcourt, deux lignes qui soient entre elles dans le rapport 
de la vitesse de la lumière à celle de notre globe, et sur ces deux 
lignes construire un parallélogramme; car la diagonale de ce parai* 
lélogramme estla direction suivant laquelle l'œil voit l'astre, et l'angle 
que cette diagonale fait avec le rayon visuel mené au lieu réel dô 
l'astre est l'aberration absolue de la lumière provenant du mou* 
vement de translation de la Terre. Par rapport au sens de ce mouve- 
ment , le liçu apparent d'une étoile fixe est toujours en avant de 
son lieu vrai. 

A cause de Timmense distance à laquelle nods sommes dés étoiles, 
les droites menées de l'une d'elles a tous les pomts de l'orbite ter- 
restre peuvent être censées parallèles entre elles; par conséquent la 
diagonale du parallélogramme d'aberration dont en vient de parler, 
décrit dans une année sidérale une surface conique dont l'axe, qui 
se meut parallèlement à lui-même , est la direction primitive de la 
lumière, et dont la base est une courbe située dans un plan parallèle 
à celui de Torbe terrestre. 

Un des élémens essentiels à connaître pour résoudre le problème 
qui nous occupe, est le rapport de la vitesse de la lumière à celle de 
la Terre. Or, on sait que la lumière parcourt en 4g3'^|à le demi-grand 
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axe de Torbe terrestre, ou la moyenne distance de la Terre aa 
Soleil; ainsi pendant ce tems, la Terre, en vertu de son moyen 
mouvement, décrit un arc de ao",25. Telle serait sa vitesse , si son 
orbite était circulaire ; mais Parc dS qu'elle décrit dans l'instant dt 
a en général pour expression 

dS = (fl&c» + dy^f = (r* dv^ + dr^fy 

r étant le rayon vecteur, et v Fangle qu'il feit avec l'axe des x. 
D'ailleurs, 

^ = — ^^ ^ T N = a (i — ^•) [i •+■ ^ COS Cl'—' '»•)]""' ; 

a étant le demi-grand axe de l'orbe terrestre, ^ = 0,0168 le rapport 
de l'excentricité à cette droite, et ^ l'angle que la ligne des apsides 
fait avec l'axe des x. A la vérité , à cause de la petitesse de celte 
excentricité et de celle de dt = 493",2 , il suffit de conserver la pre- 
mière puissance de ^, ou, ce qui revient au même , de considérer le 
très petit arc dS comme circulaire, mais ayant r pour rayon. Ainsi, 
le rapport de la vitesse de la Terre à celle de la lumière, sera sensible^ 
ment représenté par 

*"* a *"" a * 

D'un autre côté , par la théorie du mouvement elliptique {Mécan. 
de M. Poisson, tom. I, pag. 355), on a 

T^dp = abndt\ 

h étant le demi-petit axe de l'orbe terrestre, et andt leu mouve^ 
ment moyen pendant dt: donc la vitesse de la Terre, celle de la. 
lunûère étant prise pour unité, est 

ds 5= — = ^:^[i+ecos(*/— 4r)] 

= r [iH-^cos(^ — fsr)\ = — '• — r[i+^ COS(f/— ^ar)] 

a(i— e*)î (1-0» 

5= ao",a53 [1 + e cos {y — 'or)] ; 

car l'arc moyen ndt faisant partie de la circonférence a^TT, et étant 
réduit en secondes, 

— K' = ?^^^ i?" — ao" a53 • 
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7=3 365'356384 étant la révolution sidérale de la Terre, et R' le 
rayon réduit en secondes. Dans ce calcul, Ttt dt sont y comme on 
le Yôit, réduits à la même unité de tems. 

375. La distance de la Terre au Soleil étant prise pour unité, et 
celle d'une planète à la Terre étant représentée par Z?, le tems t 
que la lumière met à venir de la planète à nous est t = 493'',aZ? ; 
puisque l'on suppose le mouvement de la lumicre uniforme. 

Cela posé, soit //i le mouvement géocentrique d'une planète pen- 
dant 1", c'est-à-dire l'arc qu'elle décrit enjongit.ide ou en latitude , 
en ascension droite ou en déclinaison pendant l'unité de tems; son . 
mouvement pendant le tems 493",2Z?sera par conséquent 493",a7nZ7. 
Telle est la mesure générale de son aberration. Si dojqc ^' est son 
lieu apparent, ^ son lieu vrai, on aura 

A' ^A — 493'',amZ); 

puisque la planète parait, par l'effet de son aberration, moins avancée 
qu'elle ne l'est effectivement. 

Pour le Soleil, dont la longitude apparente est O' et la longitude 
vraie O , l'on a, abstraction faite de l'excentricité de l'orbite terrestre, 

G' = O — ao",25 ; 

car, ^^=54^5^' 2? = a=i. 

L'aberration du Soleil est presque constante : elle est, comme on l'a 
vu à l'art. a44, renfermée dans la longitude moyenne. Si l'on avait 
besoin du lieu vrai de cet astre , comme dans le calcul des lieux 
géocentriques des planètes, on ajouterait ao",a5 au lieu du Soleil 
t'u-é des tables ou d'une Éphéméride. 

376. Maintenant, exprimons analytiquement les variations ea 
ascension droite et en déclinaison des étoiles , dues au phénomène 
de l'aberration. 

Le rayon de la sphère céleste sur laquelle on projette tous les 
astres pouvant être pris arbitrairement, supposons-le égal au rayon 
vecteur r de la Terre. Supposons de plus que ce rayon représente 
la vitesse de la lumière; dans ce cas, le parallélogramme d'aberration 
s'étendra nécessairement jusque dans la région de l'étoile que l'on 
X 9 
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considère, etPextrémité de la diagonale, qui y est située, marquera 
à; toute époque de Tannée le lieu apparent de cette étoile. Or, cette 
diagonale ne différant de la distance r que d'une quantité extrême- 
ment petite, on pourra la représenter par r-f- (/r. 

Cela posé , rapportons la position de Tétoile à trois axes rectangles 
x^y^ z, dont le plan des deux premiers soit Téquateur céleste ; prenons 
pour origine des coordonnées le centre de ce cercle ou celui de ^ 
la Terre, et considérons Taxe des x comme la ligne des équinoxes; 
on aura (art. 268) 

:c sa r cos A cos 27, ^ = rsin A cosi?, z = rsin/? (a); 

d'où 

tangA=-^, :v*-f-^* + z* = r» {b). 

On passera du lieu vrai au lieu apparent en faisant varier tous les 
élémens du lieu vrai. Ainsi, diOerenciant les équations (&), on aura 

i/A ac "^ ^~^ cos* A, rdr = xdx -^ydy + zdz (c). 

Soit ds le petit arc que la Terre décrit en 493",a, et nommons a, 
jS, y les angles que cet élément fait avec les axes des coordonnées; 
on aura évidemment, en transportant ce mouvement dans la région 
de rétoile ou aux confins de la sphère céleste, 

Multipliant et divisant par ds le second membre de la premier* 
équation différentielle (c), il viendra 

^^ =^ X ^^^^ /3 — cos a tang jR) cos» A; 
enfin éliminant x, l'aberration en ascension droite sera 

^"^ ^ T^^Td ^^^^^ ^^® yR^cosa sin uK) (1). 
La troisième équation (a) différenciée , donne, par le même procédé, 

rfz rfr . _. r , 

5;- = 5j sm i? + 5. cos D.dDy 



/- 



LIVRE QUATRIÈME. 67 

d'où 

dz df , ^ 
ij^ as ds d$ f dr . ^rS. 

•y COS D . 

ds 

Mais la seconde équation difierentieUe (c) pouvant s'écrire ainsi 



dr X dçc j^ y dy ^^ z dz 

ds'^' r ds *^ T ds '^ r Ss^ 



on a, en vertu des relations (a), (c?), 

dr 

^ = cos a cos A cos 2? + cos j8 sîn A cos J9 + sîn j^ sîn D\ 

enfin, substituant celte râleur dans celle de dD, il viendra, pour 
l'aberration en déclinaison , 

£/J9= ^cos^cosl? 8in2?(cosacosA+cosj3sînA) (2). 

377. Les formules (1) et (2) renferment les angles «, |8, y qu'il 
feut éliminer. Pour cet effet, soit (fig. 8) TBC Téquateur, TTT'réclip- 
tique, 51e Soleil, Tla Terre, T le point équinoxial, 77{ une tangente à 
Torbite terrestre, ST une parallèle à cette tangente^ ^ l'obliquité 
TtB de récliptique, enfin X, JT, Z trois axes passant par le centre 
S du Soleil, et respectivement parallèles aux axes x^y^z menés par 
le centre de la Terre. Le triangle sphérique ^BV dans lequel 
Tr= a, BT = jS et Tiî a= 90% donne 

cos j3 = sin a cos e». 

Le triangle sphérique dont les sommets sont T , 7^' et le point où 
l'axe des Z rencontre la surface de la sphère céleste, donne 

cos 7 =: sin a sin ù^. 
Ainsi, en substituant ces valeurs dans les formules (1) et (2), on & 

ds 

dJR.=: 77 (sin «cos a cos ift — cosasin^il) (i*), 

^(cosacosAsinZ>+sinacosû>sinAsiaD— sinfltsînoKîosJ9)(2'). 

Il reste encore à éliminer l'angle a, qui est celui que la tangente 
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à Forbitc terrestre fait avec Taxe des x. Pour y parvenir, désignons 
par â l-angle que la tangente dont il s'agit fait avec la ligne des 
apsides, ou le grand axe de l'orbite terrestre. Dans ce cas, l'on aura 

tang ô = ^> x" et y étant les coordonnées héliocentriques de la 

Terre , rapportées aux axes de l'orbite ; et comme dans cette hyr 
pothèse 

^" = r cos (v — <ar), y" = r sin {v — c»-), 
on a 

tanc fl = ^ = ^^ ^'" (,v — '^) + rdv cos (t/ — w) 
^ dx** dr cos (y — w) — rdu sin (y — w)* 

De plus, à cause de 

r = g('— O on a (/r = gg('— g')^<^»"(^— ^) - 

1 + ^ cos (i/ — ») ' [i + e cos (1/ — «-)]' ' 

donc réductions faites, 

fonc, fl — * + cos (i^ — ^) 

Soit cT l'angle que la normale à la Terre fait avec son rayon vec- 
teur ; on aura visiblement 

a = 6-f-^, etcTss^ + go — a = v — <zr-{-go — 9; 

delà 

tanff J" — ^^"gC^ — ^)^^"g^ + ^ -s e.B{n(v—tr) ^ 
o^ — tang •— tang Cf — v) i + ecoaÇy — ar)' 

par suite 

cT = ^ sin (f' — c»-) — i e* sin a(v — ^) +. . . j 

puis 

a = 90 -f- 1; — e sin (i; — 'Zp-). 

On remarquera que v est la longitude héliocentrique de la Terre , 
et ^ celle du périhélie. Soit O la longitude du Soleil, et n celle du 
périgée j dans ce cas 

O = i8o'+f, n:=:i8o* + *ar; 

par suite 

a = O — 90* — e sin (O — n) j 

et par conséquent 

sin a = — cos O — e sin © sin (© — fl), 
cos * = sin O — ^ cos O sin (O — n). 
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De là lés formules (i'), (2') se changeront en celles-ci : 

, ^ ^ flo^fl53 fcos û) cos Acos Q + sin^Rsin Q ) , ^ 

"^ cosi> l+^cosacosuftcosIl-f-esinAsinnj ^^'^' 

aber. enJD =-2o",25lsin2?(-^^'^'^°r*^l^'® + cosAsinO 1 

l — ^cosû)Siniilcosn + e cos-4l sinll) 

— ao",a53 cos Z?(sinacos0+^sinû)cosn) (2,). 

Vu la petitesse de Texcentricité de l'orbite terrestre, les astronomes 
sont dans l'usage de négliger les termes qui dépendent de cette ex- 
centricité, mais il est facile d'en tenir compte si l'on veut. 

Ces deux formules ont été données par M. Delambre , qui les a 
mises en tables à l'aide du procédé indiqué à l'art, 272. Ce sont 
les XIV«« de notre Recueil. En négligeant les termes en e, puis met- 
tant pour l'obliquité a la valeur qu'elle avait en 1810, on aura 

aber. en A= — (i8",58ocosJlcos0-|-2o",255sin-Rsin 0)sécZ? (1"), 
aber. en 27= — [2o%255cosAsin0 — i8",58(>6in Acos 0] sin D 

~ 8 V659COS cosZ? (2"). 

Enfin, celles-ci étant disposées pour former des tables générales, 

se changent en les, suivantes : ft^j*. 0^ ,f ««^ / 

aber, en .R =~ 19'.4^co''(^-0)-o'.84co«(>ft -f Q) 

COS D ' 

aber. en 27 = [ i9",4i sin ( A — ) — o",84 sin (A + 0)] sin D 

— 8",07 cos cos 27. 

Lorsque la déclinaison 27 est australe on la prend négativement ; 
alors sin 27 est négatif et cos 27 positif; ou bien si l'on veut, à 
l'exemple des astronomes , considérer la déclinaison australe comme 
positive , il faut changer simplement le signe du second terme de 
l'aberration en déclinaison, c'est-à-dire écrire -f- 8^,07 cos O. cos 27, 

Le mouvement de rotation de la Terre donne lieu aussi à une 
aberration diurne, mais qu'on néglige à cause de sa petitesse 
{udtbrégé d'astronomie par M. Pelambre, pag. 5o2). 

Formation des tables particulières d'aberration et de natation. 

278. Malgré l'utilité des tables générales d'aberration et de nuta- 
tion, plusieurs astronomes ont formé des tables particulières pour 
un très grand nombre d'étoilesj^afin de pouvoir évaluer les efieU 
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de ce genre ayec plus de promptitude et non moins de précision. 
M. Delambre, dans son Astronomie, tom. III, a Ëiit connaître lès 
principes d'après lesquels La Caille, et plus récemment BOf.Gauss 
et de Zach ont construit leurs Tables particulières. M. Cagnoli, de son 
côté, a publié, en i8o4 ,.un Recueil de cette espèce pour 5oo étoiles. 
On trouve aussi dans la Con/za/^5.</^5 Tfe/Twpour 1812, des tables de 
précession, d'aberration et de nutation, calculées par M. Burckhardt, 
et adaptées aux 36 étoiles dont les astronomes se servent le 
plus souvent. Enfin , dans la même année , M. de Zach a Ëiit pa- 
raître de nouvelles tables d'aberration et de nutation pour i4ooétoiles. 
Au moyen de celles-ci , fondées sur une méthode analogue à celle 
de Clairaut et d'autres géomètres, on évalue les efiets de ces mou- 
vemens apparens d'une manière plus expéditive que par les tables 
générales ci-dessus. Cette méthode , expliquée très longuement par 
Lalande , au XVII* livre de son Astronomie , peut ce me senible 
être présentée avec plus de clarté et de concision, ainsi qu'il suit. 

Mettant la formule d'aberration en ascension drcûte sous cette 
forme 

1 + ^^55 cot wA cot O J séc Z?, 



et faisant 



'^:S^^*^ = *^°s^ 



ao* 



on aura 



JyR = — 3o",255 sîn yR sîn O sec /? [1 + tang fl cot 0] 
= — 2o'',255 sin A séc /?. sin (fl + 0) \ (j>i% 

sm (i8o*4-fl-|- 0). 



coâtf 



On voit par la que le facteur — '■ représente la plus 

grande aberration en ascension droite, et que pour avoir l'aberra- 
tion actuelle, il faut, à l'argument des tables, savoir, 6^ -f- fl, ajouter 
le lieu du Soleil pour le jour proposé, puis multiplier par le sinus de 
ce nouvel argument la plus grande aberration. 

Décomposant de même en deux facteurs la formule d'aberration 
en déclinaison, il viendra 
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dD = — 52o",255 cos uft sin O sin D 

(i8^58o sin A sin Z> — 8^0669 cos D)cotQ "n; 

^ ao",a55 cos A sin Z> J' 

soit 

± l8^58o sin A sin D — 8*^,0659 cos /> ,^ ^. n;. 
iflo^aBBcosillsinD ""^ 6 > 

le signe supérieur ayant lieu pour les déclinaisons boréales , et le 
signe inférieur pour les déclinaisons australes, d'après la remarque 
deràrt.a68. 
Alors on aura 

JZ? = — ao",255 cos A sin O sin D\\ — tang fl' cot O] 

ao'.aSB cos^sinZ> • /^^ fl/\ 

= T7 Sin (0 — B ) 

cos r ^ ' 

ao^^aSS cos uA sin D . / o ,» Li % r\\ 

cos ê ^ • / J 

• ao',a55 cos A sin D . «- .j ^1 1 a \. *• 

mais — ' -, est évidemment la plus grande aberration en 

déclinaison. Si donc à l'argument 6*^ — 6^ pris dans les Tables de 
M. de Zach, on ajoute la longitude du Soleil pour le jour proposé , 
et qu'on multiplie par le sinus de ce nouvel argument la plus grande 
aberration , le produit sera l'aberration actuelle en déclinaison : la 
règle est donc la même dans les deux cas. Il n'y aura aucun doute 
sur le signe du résultat, en ayant soin d'aflecter le sinus de l'argu- 
ment du signe positif et du signe négatif, selon que cet argument sera 
plus petit ou plus grand que deux angles droits. 

279. Les deux formules de nutation sont susceptibles du même 
mode de transformation; en effet, la formule de nutation en ascen* 
sion droite peut s'écrire ainsi : 

d^ = — 9^,648 cos A tang D cos fl 

(i6%544i+7'',i 8 aasinAtangD)tangQ '1^ 
9'',648"cosifttangZ> J' 

faisant 

1 6^5441 ± 7*, 1 8aa sin A tang D 

±: 9^648 cos A tang D — ^OKp , 

et prenant le signe supérieur si la déclinaison est boréale, le signe 
inférieur dans le cas contraire , il vient 

d^ = =p 9",648 cos A tang Z? cos Q [1 •+- cot ^ tang ft] 



x[n- 



\ 



73 TRAITÉ DE GÉODÉSIE, 

de là , pour une étoile boréale, 

et pour une étoile australe 

rf^'= ■9'.648co«.RtangZ? ^j^ (^ + jj ). ' 

« 

Ainsi, en multipliant la plus grande nutation en ascension droite 

^ ' ^^f — if2i— par le sinus de l'argument des tables (6-^ + ^) > 

ou ^ augmenté de la longitude du nœud de la Lune pour le jour 
donné, le produit sera la nutation cherchée. 
La formule dé nutation en déclinaison est 

dry = ± 9^648 sin A cos Q qp 7",! 822 cos A sin Q ; 

on prend les signes supérieurs pour les déclinaisons boréales, et les 
signes inférieurs pour les déclinaisons australes (art. 368)^ En décom* 
posant cette formule en deux facteurs, on a 

rfZy==fcg",648sin Aco8 Q [x - '-^^^ lang q]. 
Soit 

il vient 

dIJf = ± 9",648 sin A cos Q [i — cot (p' tang fi ] 

0^648 sin A . f^i ^ V Q S4t^ sin A •_ /^ ^/\ 

^-^7— «û((p'-- Q) = =T=2^-^r— sm (Q -?); 
ainsi pour les étoiles boréales 

rfiy =+ a^i^l^ sin (€'- (P'-f. Q), 

et pour les étoiles australes 

diy = 4- 9"-^f "° -*^ sin (la-^ - ,p' + Q). 

La règle d'après laquelle on détermine la nutation en déclinaison est 
donc absolument la même que la précédente ; c'est d'après elle que 
• nous avons calculé des Tables particulières pour a et /3 de la petite 
Ourse. 
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Quelle que soit Tétoile pour laquelle on forme une table particu- 
lière, il faut avoir soin de rendre les argumens positifs. Or, comme 
dans les formules précédentes les angles auxiliaires ^, ^* sont sup- 
posés tels , il faudrait modifier ces formules dans le cas contraire; 
Par exemple, pour une étoile australe, on a en général 

mais si l'angle ^', dont le signe dépend de tang A, était négatif, il 
viendrait 

et pour rendre le facteur — ^ . > positif, il faudrait, en sup- 
posant d'ailleurs que ^41 fut plus petit que deux angles droits, écrire 

afin que Targument 6^ + ^' de la table et le logarithme du Ëicteur 
dont il s'agit fussent positifs. 

EXEMPLE. 

280. Former, d'après la méthode précédente, une table particu- 
lière d'aberration et de nutajtion pour la polaire , à commencer 
de 1826. 



i»' janyier i8ao, f A = i4' i3' 7" variât, ann. = 2i6"47 
ition moyenne. ( D == 88.20.55 variât, anu. = 19,4; 



Au 
position 



de là, et d'une manière sufiîsamment exacte, 

^ ^ f Jl = i4" 3i' 10 

Au 1- janvier 1825. ^^ = 88.22. 5( 



V -^ 00 

_ f iR = i4.4q. 
Au !•' " 



r iR = 14.49.10 

janvier i83o. | ^ _ 88.24. lOj 



ainsi de suite 



10 
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Argumens d'aberration en yR. 

log const. = 9,96361 35 
cot A = 0,5867545 

I.taDg 8 = 



0,5492478 



180 

6 = 74* i4' 5o" 



a54.i4.3o = 8^i4*i5'. 



c.cos fl = 0,5658777 

sin Jl = 9,5991691 

c.cos D = 1,5473375 

1. const. = o,i5o44o9 

log = i,6428i52 1,6428a. 

Le calcul est le même pour /3 de la petite Ourse , mais l'on n'ajoute 
pas i8o* à l'angle 6. 

^rgumens d^aherration en D. 

log. const. = 9,96261 5 1 log. const. = 9,6001206 
logtangJl = 9,4132667 c.cos A = 0,0140966 

= 8,4528472 



log i*'^ terme = 9,3767788 + 



coti? 



\^ terme 
a« terme 



+ 0,23766 
— 0,01167 



1.2* terme 



8,0670644 



tang ô' = 0,22689 log taiïg 6' = 9>353897 



fl' 



180 

- 12* 43' 45" 



167.16.16 =5'^i7*i6' 



^.cosfl' = 0,0108049 

cos A = 9,9869034 

sin D =a 9>9998263 

log const. = i,3o66522 

log = i,3o3o668 i,3o5o7. 

Pour jS de la petite Ourse, le premier et le deuxième terme ci- 
dessus sont positifs ; et l'on prend le supplément à 56o* de l'angle ô', 
pour former l'argument de la table. 

Argumens de natation en -il. 



log const. 
tang^ 



9,8718202 
9,4132667 



l.i^'f terme = 9,2860869 



log. const. 

c.cos A 

cotiî 

1 . 2« terme 



o,2342o3a 
0,0140966 
8,4628472 

8,7011470 
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1^ terme 0,193790 
jà^ terme 0,0602 5 1 

cot^ = o,i24i3oii-logcot(p = 9,3866778 



(p = 76' 20' 25" 
c.sintp = 0,0124587 180 

ces A = 9,9859034 ^567^^ = 8^16-20' 

tangZ? = 1,5471528 
l.Qonst = 9,8083460 

log = 1,3538609' , 1,36386, 

Pour /3 de la petite Ourse, le second terme ci-dessus est négatif, 
mais l'on n'ajoute pas i8o' à l'angle ^, comme dans cet exemple. 

^rgumens de natation en D. 

log.const. = 0,1281798 

tang A = 9,4i32657 ^g^ 

tang (p' = 9,54i4455 ^' = — 19** n' o" 



c.sin (p' = o,483343i 

sin iR =: 9,3991691 

l.const = 0,9844375 



160.49.0 =:5'^10'4o' 



log = 0,8669495 0,86695. 

« 

Pour jS de la petite Ourse , on prend le supplément à 36o' de 
l'angle (p' : c'est ainsi qu'ont été trouvés les nombres de la table XVI. 
Nous aurions pu n'employer que des l(^arithmes à cinq décimales, 
parce que les quantités cherchées sonttoujôurs très petites. 

Calculs des positions apparentes des étoiles, et de leurs passages 

au méridien en tenis sidéral. 

281. !•' EXEMPLE, Déterminer la position apparente de a de 
l'Aigle pour le 1*' juillet 1812. 

Dans la Connaissance des Tems de 1812 , M. Burckhardt a publié 
des tables d'aberration et de nutation pour 36 étoiles principales : 
elles ont l'avantage de, donner prcsqu'à vue les quantités que l'on 
cherche; elles sont en outre calculées avec une extrême précision, 
et renferment la nutation solaire. £n voici l'usage : 
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Au 1" juQlet 1812, on avait, par hypothèse, au moment de 

l'observation, 

longit. du Soleil = 5^^ g* a3% 

longit. moyenne du nœud de la Lune Q = 5. 1 . 3i , 

d'après cela, on a, 

i'. Par les Tables de M. Burckhardt, 

Amoy.eni8o5... i9*4i'i5"9, Z?moy.eni8o5... 8*2i'5o"3B 
variat.pour yans.. 20, 5, variât, pour 7 ans.. 1. 5,8 

JR. moy. au i**^ jan- D moy. au 1" jan- 
vier 1812 = 19*41 '36,4o. vier 1812 zzi8'22'54"i. 

r Variîition i"45 f Variation 24"5 

Page ) Aberrat 3,32 Page] Aberrat 20,9 

3o6. i Nutat 1,53 3i3. j Nutat 26,1 

( Constante — 4,00 ( Constante.. — 1. 0,0 

-H »npparente = i9*4;i'38"70. 27 apparente = 8*23'5"6. 

Les constantes en ascension droite et en déclinaison ont été intro- 
duites pour rendre toujours positives les trois petites équations. 

Notez bien que la variation a pour argument le jour du mois; 
Taberration, la longitude O du Soleil 3 la nutation, le nœud Q de 
la Lune. 

2*. Par les tables particulières XV. de notre recueil, 

Aberr. en JX (en tems). Aberr. en Z7. 

11-^ 6*28' 8-^23« 5' 

0= 3. 9.a3 logconst. =0,1286 ©=3. 9.a3 log const. = i,02i5 

arg. 2*^i5^5i'...log sin arg. = 9,g86 8 -f> arg. o^ 2*a8'...log8În =8,6464+ 

+ 1 ",30 o, 1 1 54 + 0^,47 9,6667 

Si Ton voulait en secondes de degré l'aberration en A, il faudrait 
ajouter au logarithme constant 0,1286 celui de i5 ou log 0,1761. 

Nutat. en A (en tems). Nutat. en D, 

Q =: 5.i.3i logconst. =10,0171 Q=5. i.3i log const. = 0,9668 

arg. ii'^3^45 logsin =19,6467— i-^ia*» 3'...logsin =9,8a66 

— o'\4S 9,6638 + 6'',ao 0,7924. 

A moy. au 1" juillet 181a 19*41' 37*85 D idem 8^32' 58*6 

aberr + i,3o aberr + Oj 5 

nutat — 0,46 nutat + 6, a 

iR apparente . . . i9*4i/38''69 D apparente , . . 8*»a3' 5*3 . 
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11^ EXEMPLE. Calculer la posilion apparente de a de la Vierge y 
pour le 1^ juillet i8ia, sachant qu'à cette époque 

O = 5-^9* 23', 
Q s=s 6.i.3i. 

Suivant les Catalogues de MM. Maskeline et Piazzi, on avait, au 
1*' janvier i8o5, 

A moy. i3*i4'56",io, variât, ann. + 5",i437, 
D moy. lo* 8'x9",3 A, variât, ann. + ig^jODij 

de là 

iA i3*i4'56''io D io« S'ig^S 

monyem. pour 7 ans , 5 1 . + a3y6o ' mouvem. pour 7 ans ^ 5 1 • ^•4^>7 

A moy. au !•' juil. 181a = i3*i5' i9''70 D moy. au 1" juil. iSiâss lo^ii' 2*0 

1*. Par les tables particulières XV. 

Aberr. en iA (en tems). Aberr. en D. 

= 3^^ Cioffa = 3^j^ Qgg^g 

B-^ig* 8'..log sm 9,fl754 5''*i3'*ia'..log8in 9,4609 

9,38i6=+o',34. 0,3457 = + a",»!. 

Nutat. en A (en teros). Nutat. en Z>. 

6-^5«3i B^B^aB' 

0= 5'^-^V o,c553 Q=^^k3i^ Qg^jg 

11*^7. a...log«in9,59i3— 1 0-^6*56'.. log rin 9,9037 — 

9,6466=— o^44. 0,7763= -5^97, 



a*. Par les tables générales XIII et XIV. 

A = 6^i8*49' 
0=5. 9.a5 



A — O = 3 . 9 . 26...(tab. XIII, n* i) + 5"20 
A+ 0=9.28.12 (tab.XIII,n*ii) +o,i5 



+ 5,36. ... log 0,62604 -H 
c.log cos D = 0,00690 



aberr. en A = + 3"4o3 * o,63ig4 
(en tems) 5= + o, 23 . 
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O =5j- 9*a5' 
2? = 0.10. 8 

O + D = 3 . 19.31 4--0 -f- 6^ (tab. XIII, n* m) — i"35 
O — Z7 = a . ag. x5 Q—D-h6^ (tab. XIII, n* m) 4- 0,07 

— i,a8. 
Jl— 0+ 5'(tab. Xin, n* i) + ig^'iS 
A+0+ 3^ (tab. XIII, n» II) 4- 0,74 

+ 19,89 log 1,29863 -f- 
log ain D = 9,34749 

0,5461a = + 3"5a 

— 1,28 

aberr. en i? = + a,34. 
A= 6-'i8*49' 

Q = 5. i.3i 

A— Q= 1.17.18 A— a+6^(tab.XrV, n'i) — 6"i8 
A-fQ = 11.30.30 A+ J3 H- e-" (>tab. XIV, n" II) -fo,ai 

nutat. en jD = — 6,97. 
^_ 04-3-^ (tab. XIV, n- 1) + 5"7i 
-RH-a + y (tab. XlV,n'ii) + i>ai 

4- 6,9a log o,84oii 4- 
1 . tang jD = 9,35439 

+ l"24 

(tab. XIV, !!• m) argum. Q — 7,50 

nutat. cil iil = — 6,66 
(en lems)... = — o,44. 

Si dans la formation des argumens A — O et O— 2>, le premier 
terme était plus petit que le second, l'on ajouterait la signes au 
premier , afin que la différence fut positive. 

De là 

A moyenne. i5*x5' 19^70 D moyenne, lo'ii' a^oo 

Aberration*. + 0,24 Aberration.. + a,aa 

Nutation — o,44 Kutation .... — 5,97 

ill apparente i5*i5'j9"5o. D apparente io''io'5b"a5. 
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Pour changer une position apparente en position moyenne, il £iut 
ëyîdemm^it prendre l'aberration et la nutation avec des signes con- 
traires à ceux qu'indiquent les tables. 

L'ascension droite apparente i3*i5'i9'',5 exprime en tems sidé- 
ral (art. 11 ) l'heure du passage de l'étoile au méridien supérieur: 
en y ajoutant la* on a l'heure du passage suivant au méridien info- 
rieur. Ainsi à l'un comme à l'autre passage, il est, à la pendule sidé- 
rale, supposée bien réglée, i*i5'a9'',5j même remarque pour tout 
autre astre. 

Dans la Connaissance des Tems, Tascension droite est donnée 
par approximation en heures et minutes seulement , afin qu'on 
sache à une demi -minute près l'heure du passage des étoiles au 
méridien j ce qui est suffisant pour pouvoir se préparer à l'obser- 
vation. 

382. Si Ton voulait évaluer les aberrations en longitude et en 
latitude des étoiles, elles se déduiraient tout d'abord des formules 
(i,),(3,) de l'art. 377, en y faisant « = o. En effet, par suite de la 
coïncidence des plans de l'équateur et de l'éclip tique , l'ascension 
droite ^ se change en longitude £, et la déclinaison D en latitude X; 
ainsi l'on a 

aberr. enlongit. = — ?2-*?.— cos (O — L), 

aber. en latit. = — 3o",353 sin A sin (© — L). 

Maintenant, si Ton suppose que 
X ^""''^^^cosCO — L), r=— ao",353sinAsin(0— L), 



COd X cos A 

il viendra , à cause de cos* (O — L) + sin' (O — L) = 1 , 

X' + r* sin* A = (3o'',253 sin K)\ 

Telle est l'équation de l'ellipso d'aberration ou de l'orbite appa- 
rente de l'étoile , rapportée à ses axes rectangles. Il est évident que 
cette ellipse a pour demi-axes 3o",353 et 30", 353 sin A , et pour centre 
le lieu vrai de l'astre; il ne l'est pas moins- que le demi-grand axe 
30'', 3 53 est parallèle à l'écliptique , et le demi-petit axe tangent au 
cercle de latitude. 



I 
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. LIVRE CINQUIÈME. 

OBSERVATIONS ASTRONOMIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

Notions abrégées sur les effets des lunettes astronomiques. 

283. Afin de suivre le plan que nous nous sommes tracé, de 
réunir dans cet ouvrage tout ce qu'il importe de connaître en Géo- 
désie y nous allons donner une idée dçs principaux phénomènes de 
Dioptrique. 

Il résulte de ce qui a été dit à l'art. ii5, que les lunettes adaptées 
aux cercles répétiteurs portent chacune à leurs extrémités deux 
lentilles, et que l'image d'un objet éloigné est transmise avec beau- 
coup dé netteté à leur foyer ou centre commuh de sphéricité; mais 
cette propriété exige, pour être bien comprise, quelques explications. 

Soit lÀL! (fig. 9 ) l'objectif supposé bi-convexe ; ^4 un point lumi- 
neux très éloigné de ce verre , et situé dans l'axe des deux surfaces 
LPL' y LP'L\ Parmi tous les rayons émanés de ce point et qui 
viennent couvrir la surface de l'objectif, il en est un perpendiculaire 
à cette surface, qui ne subit aucune réfraction (art. 17)3 c'est le 
rayon principal ^CO. 

De même parmi tous les rayons émanés du point lumineux i3 
situé hors de l'axe ^CO^ et qui tombent sur l'objectif, il en est un 
BGb principal, lequel, après avoir éprouvé une réfraction en entrant 
dans le verre, passe par le centre G de l'objectif, arrive à la seconde 
surface LFL' où il éprouve une seconde réfraction , et continue sa 
route parallèlement à sa direction primitive, puisque les deux sur- 
faces LPL\ LP'L' sont égales. En faisant abstraction de l'épaisseur 
de la lentille , qui est toujours très petite , ce rayon principal sera 
représenté par la droite BGby et censé n'éprouver aucune réfraction. 
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284. Considérons maintenant un rayon AE (fig. 10) rencontrant 
obliquenient la surface convexe hPL!\ ce rayon changera de direc- 
tion en entrant dans le verre, et c'est un fait constaté par l'expérience, 
qu'il se rapprochera de la perpendiculaire GEà cette surface, parce 
que la densité du verre est plus grande que celle de l'air; en sorte 
que le sinus de l'angle d'incidence CE^ = ô sera au sinus de l'angle 
réfracté CEE^=(p dans le rapport constant de m:n. 

Le rayon lumineux ££' après avoir traversé la lentille en ligne 
droite, éprouvera une seconde inQexion au point JE', en sortant du 
verre pour rentrer dans l'air; mais il s'écartera de la perpendiculaire 
CK à la seconde surface LE L'y parce qu'il passera dans un milieu 
moins dense, en sorte que le sinus de l'angle d'incidence CKE = ô' 
sera au sinus de l'angle rompu CE'^' = (p' :: ni m. 

Cela posé, soit r= £Cle rayon de courbure des deux surfaces 
LPL'j LP'L' supposées parfaitement égales; d la distance ^E très 
grande par rapport à r; l'épaisseur PP' de la lentille extrêmement 
petite; et prolongeons EE' jusques en R: on aura à cause de l'angle 
^EM= ^ + C, de l'angle CEE' = C— iî, et de la petitesse de 
ces angles, on aura, dis-je, 

' ^ r* ^ sin ê A -h C 

au pomt £, — =t -r-— = -^ — =, 

. ^ -, n sin é' R +0 

au pomt JS', — := -T-—, = ./ . ^ . 



Delà 



^ =^(C-Il)-C, 



puis ajoutant, l'on a 

^+ ^' = ^ (C4- C')-'C-- C. 

Mais par hypothèse , Cdlflfêre extrêmement peu de C; partant, 

^ + ^' = aC(î=^) 

D'un autre côté, les triangles rectilignes yiECy A'EC donnent, 
en désignant par d la droite EA\ 

3. 11 
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d'où 

^ + ^' = (5 + J)c. 

Égalant ces deux valeurs de ^^ + ^j on a enfin 

d s=s -— -— — . 

/m — n\ r 

\-T-) - 3 

C est un résultat de rexpérlence que, dans le passage de Pair 
dans le verre , l'on a — = — : mettant donc cette valeur dans celle 

' n ao 

de d'^ il vient 



(f 



r 



3i \ r II r * 

ao J d lo d 



OU à fort peu près 

(i) • rf^=— — =r(i + 3 + J + ...). 

'~d 

Faisons 2 = — - — ? c'est-à-dire supposons qae Tobj et observé soit 
a une distance égale à lo mille fois la longueur de la lunette ; on aura 

' lOOOO ' (lOOOO)* • ' 

si de plus r = i", il viendra 

cf = i* + o*,oooi + . . . 

Il suit de là et de ce que l'épaisseur de la lentille peut être con- 
sidérée comme nulle, que le point £' coïncide sensiblement avec le 
point £, et le point u^' avec le point C 

On tire en outre pour conséquence , que tous les rayons partant 
d'un objet ^ très éloigné d'une lunette, et qui traversent l'objectif 
bi-convexe, se réunissent à son centre de sphéricité ; réciproque- 
ment, que les rayons émanant d'un objet placé au foyer ^' d'une 
lentille LV et qui la traversent, en sortent sensiblement parallèles, 
ou ne se réunissent qu'à une très grande distance. 

a85. Le foyer ^' d'une lunette n'est pas, à proprement parler, 
un point mathématique, puisque tous les rayons, tels que .df£, ne 
se réunissent pas rigoureusement au même lieu. Le petit intervalle 
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dans lequel la vision est bien nette , dépend de la distance à laquelle 
on se trouve de l'objet et de la grandeur de la l*tille. Ce défaut de 
réunion des rayons en un seul et même point, et qui nuit à la netteté 
des images , se désigne sous le nom ^aberration de sphéricité. 

Les rayons parallèles à Taxe ^^O, après avoir traversé l'objectif 
et s'être réunis au foyer, continuent leur route à travers l'oculaire 
d'où ils sortent parallèles, lorsque son centre de sphéricité F (fig. 9) 
coïncide avec celui de l'objectif. Cela est évident, puisque les surfaces 
de l'une et de l'autre lentilles sont semblables et placées de la même 
manière par rapport à l'axe optique AO. De plus, les objets sont 
vus renversés dans les lunettes que nous considérons ici; car, 
d'après ce qui précède, les points S,-B' d'un objet ayant respective- 
ment leurs images en ft, î' sur l'oculaire, et par conséquent en- 
deçà du foyer commun F^ l'œil placé en O voit le point h au-dessous 
de l'axe optique -^O, quoique B soit au-dessus. 

a86. Tous les rayons reçus par l'objectif, et qui vont traverser 
l'oculaire, occupent sur cette seconde lentille un espace beaucoup 
plus petit; c'est pour cela que les lunettes rendent en général les 
objets plus distincts. En effet, la lumière produite par une certaine 
quantité de rayons est d'autant plus vive que ces rayons sont réunis 
dans une plus petite étendue. Ainsi, en désignant par f et / les 
rayons de l'ouverture de l'objectif et de celle de l'oculaire; par I^ï 
les intensités de la lumière à l'entrée et à la sortie de la lunette ; on ^ 

X — f^ X. 

U est donc avantageux que l'oculaire soit beaucoup plus petit qUe 
l'objectif. 

287. Désignons respectivement par r et R leurs rayons de sphé- 
ricité (fig. 11 ). L'objet u4B éloigné viendra se peindre en ab au 
foyer de la lunette , et le rayon principal BGb entrera dans l'ocu- 
laire au point e, pour en sortir au point e', et suivre, après deux 
réfractions, la direction e'O qu'on peut considérer comme parallèle 
k bff'yle point ^ étant le centre de l'oculaire et O son foy en L'image 
ab est donc vue sous l'angle e^Oa = bga. Or, à cause de 

ba ^ ^ b^ 

tang^j's-, tangG=^, 



/ 

/ 
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on a 

ou simplement 

Donc, l'angle sous lequel on voit Fimage d'un objet est propor- 

tîonnel à —j ou, ce qui est de même, le grossissement d'une lunette 

est d'autant plus fort, que le rayon de sphéricité de l'oculaire est 
plus petit par rapport à celui de l'objectif. Cet angle de vision sert 
seul pour estimer l'amplification d'une lunette; car quoique le juge- 
ment que nous portons sur la grandeur d'un objet dépende beaucoup 
aussi de la distance à laquelle nous le supposons de notre œil, 
comme il ne peut être soumis au calcul, on en fait abstraction dans 
cette mesure. 

Le champ d'une lunette est mesuré par l'angle sous lequel on 
verrait du point O et à travers l'oculaire toute la longueur d'un fil 
placé au second foyer a de ce verre , et qui serait égale au diamètre 
intérieur du tube. On conçoit, d'après cela, pourquoi le Soleil et la 
Lune ne sont pas vus en entier dans les télescopes qui grossissent 
considérablement, comme 3oo fois. 

288. La formule (1) nous apprend que plus un objet ^ est prés 
d'une lentille LU (fig. 10) , plus son image A^ s'en éloigne. Or, cette 
image ne pouvant, pour une bonne vue, être bien distincte qu'au 
foyer de l'oculaire , il est évident qu'il faut alonger la lunette, ou éloi- 
gner les deux lentilles l'une de l'autre. 

Les myopes, qui ont le cristallin ou la partie antérieure de l'œil 
très convexe , voient confusément les objets éloignés , très bien 
aperçus par les presbytes; parce que chez eux les images de ces 
objets se forment très près du cristallin , et en-deçà de la rétine ou 
du fond de l'œil où la vision est seulement très distincte. Il faut donc 
qu'ils rapprochent les objets jusqu'à ce que les images tombent sur 
la rétine même; c'est pour cette raison qu'ils ne voient bien dans 
la lunette d'un presbyte qu'après avoir enfoncé suffisamment l'ocu- 
laire pour placer, entre ce verre et son centre de sphéricité, l'image 
produite au foyer de l'objectif 

389. On noircit les parois intérieures des lunettes afin qu'elles 
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absorbent les rayons qu'elles réfléchiraient sans cela, et qui nui- 
raient à la clarté des images. On attache en outre le réticule (art. 1 13) 
à un diaphragme dont l'on vx^rture est moindre que celle de la lunette^ 
afin d'en rétrécir le champ et d'atrêter les rayons qui, en se décom- 
posant près des bords de l'objectif, formeraient des images moins 
nettes et entourées des couleurs de l'arc-en-ciel , ou de franges dana« 
lesquelles le bleu et le pourpre dominent ordinairement. On remarque 
de ces iris très près du centre même, dans les lunettes qui ne sont 
point achromatiques (art. ii3), et quand les objets sont très loin 
de Tobjectif. Cet effet résultant de la différente réfrangibilité des 
rayons colorés dont se compose un faisceau de lumière blanche, 
est presqu'entièrement détruit lorsque les objectifs sont composés 
de deux verres de différentes densités, comme nous l'avons déjà 
fait observer. 

La bonté d'une lunette dépend nécessairement de celle des verres, 
qui doivent être très polis , de forme très régulière et de matière très 
pure. Avec un oculaire d'un très court foyer et un excellent objectif, 
on voit très distinctement un objet fort lumineux, quoique son image 
perde de son éclat par le grossissement de l'oculaire. Si, au contraire, 
l'objet est obscur, ou que l'objectif soit défectueux, il faut un ocu- 
laire dont la longueur focale ne soit pas trop courte, {f^oyez, pour 
plus de détails , le Traité d'Optique par La Caille.) 

On adapte plusieurs oculaires aux lunettes terrestres, afin de voir 
les objets dans leur situation naturelle ; mais alors la lumière se 
trouve d'autant plus afiàiblie qu'elle traverse un plus grand nombre 
de verres. 

ago. Nous avons dit (art. ii3) qu'on plaçait dans les lunettes du 
cercle répétiteur et au foyer de la lunette, un réticule composé de 
deux fils qui se coupent à angles droits ; mais dans les cercles de 
grandes dimensions qui servent pour les observations les plus déli- 
cates de l'Astronomie , le réticule est formé de cinq fils parallèles et 
équidistans , coupés perpendiculairement par un sixième fil. Nous 
en expliquerons l'usage lorsque nous parlerons de la lunette mé- 
ridienne. 

On place aussi au même foyer , dans les grands quarts de cercle et 
les théodolites non répétiteurs, tels que ceux de Ramsden, un micro- 
mètre composé de deux châssis, l'un fixe auquel sont attachés deux 
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fils rectangulaires, l'autre mobile portant un fil nommé curseur. Ce 
second châssis se meut verticalement ou horizontalement à l'aide 
d^ane ris dont la tête porte une aiguille qui, en tournant sur ua 
cadran fixe divisé en un certain nombre de parties, indique les 
fractions de tours cfue la vis a Eûtes , et met à même par ce moyen 
d'évaluer des parties plus petites que celles qui peuvent être tracées 
sur le limbe. Quand le curseur couvre exactement le fil auquel il est 
parallèle, l'aiguille doit marquer o. Le curseur étant ensuite amené 
sur un objet, sa dislance au fil fixe marquée par le nombre de tours 
de l'aiguille, s'ajoute. à l'arc lu sur le limbe ou se soustrait de cet 
£»rc, selon le cas. (Voyez V^stron. de M. Delambre , tom. I, pag.91.) 
lies diamètres des planètes se mesurent au micromètre. 
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CHAPITRE IL 

DénomincUions des principales éloiles, ei moyens de les 

w reconnaiire. 

sgi. JLiEs méthodes d'obsenration qui seront l'objet des chapitres 
suivans exigeant quelque connaissance de l'état du ciel, nous allons 
donner la description des principales étoiles et indiquer les moyens 
de les reconnaître aisément. 

Quand on observe les étoiles avec une bonne lunette, elles pa-* 
raissent toutes comme des points plus au moins brillans, mais plus 
petits qu'à l'œil nu. Les planètes présentent au contraire un disque 
sensible et analogue à celui de la Lune; aiusi, il est impossible de 
confondre dans un télescope Vénus ^ Mars , Jupiter et Saturne avec 
les plus belles étoiles. A la vue simple , Mars parait de couleur rou- 
geâtre, Jupiter et Vénus de couleur claire et argentine, Saturne est 
pâle et plombé^ et quand on observe ces corps célestes pendant 
plusieurs jours, on s'aperçoit qu'ils ne conservent pas les mêmes 
positions par rapport aux étoiles voisines; d'ailleurs ils scintillent 
très peu, sur-4out quand ils sont à quelque distance de l'horizon. 

Les dénominations des principales constellations ou dstérismes 
renaontent à la plus haute antiquité. Mais dans les tems modernes ^ 
les étoiles qui composent un même groupe ont été désignées mé* 
thodiquement par des lettres grecques, ou romaines ^ ou par des 
chiffres. Les étoiles, selon leur plus ou moins d'éclat ^ se nomment 
de première , de seconde , de troisième , etc. grandeur. Cette classi-* 
fication n'a sans doute rien de rigoureux ; aussi arrive-t-il que les 
astronomes ne sont pas toujours d'accord sur la grandeur, ou plutôt 
sur la mesure de l'éclat de la lumière d'une éloile. 

La première constellation qu'il importe de remarquer, et qui s»jt 
à trouver successivement toutes les autres , est la grande Ourse^ 
ou vulgairement le Chariot (ûg. is). Elle se trouve pour nous vers 
le pôle élevé, et se compose de sept étoiles principales et très visibles. 
Les quatre premières sont ^ > i^ , > , cT, et forment un quadrilatère : les 
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trois autres €, ^, u représentent la Queue de la grande Ourse, parce 
que sur les anciennes cartes célestes, ces trois étoiles occupent cette 
partie même de l'animal qui y est figuré. 

La droite menée par /3 et ât de la grande Ourse ou par les gardes, 
passe très près d'une étoile assez belle, qu'on nomme la Polaire, 
et autour de laquelle toutes les autres qui l'avoisinent semblent 
tourner d'orient en occident. Cette étoile est la principale ou l'a de 
la petite Ourse , autre constellation à peu "^ÊSr semblable à la pre- 
mière, mais plus rapprochée du pôle. Cette seconde constellation 
a i^oxxv gardes j8 et y^ étoiles de troisième grandeur. 

«t et /3 de la petite Ourse servent principalement à déterminer la 
latitude d'un lieu de la Terre. La première ou la Polaire passe à peu 
près au méridien, quand elle se trouve dans le même vertical avec 
celle des trois étoiles de la queue de la grande Ourse , la plus voisine 
du quadrilatère, c'est-à-dire g. Ainsi, on peut savoir, à l'aide d'uB 
fil-à-plomb placé à quelque distance de l'œil, lorsque cette circon- 
stance à lieu, et trouver à peu près, pendant la nuit, la direction 
de la ligne méridienne terrestre. 

La constellation du Dragon se reconnaît par une file d'étoiles qui 
entourent la petite Ourse j l'étoile la plus remarquable de cette con- 
stellation est désignée par <t et se trouve entre la queue de la grande 
Ourse (fîg. la ) et les gardes de la petite Ourse. 

La droite menée par les étoiles Ç et n de la queue de la grande 
Ourse et prolongée de Si* environ, passe fort près d'une étoile de 
la première grandeur , nommée \Arcturus ou l'a du Bouvier. 

La Chèvre, ou l'étoile principale de la constellation du Cocher, 
est de première grandeur ; elle est située sur la ligne menée par ^ 
et (t de la grande Ourse (fig. i3). 

La ligne tirée de l'étoile € de la grande Ourse à la Polaire, passe de 
l'autre côté du pôle, au milieu d'une constellation nommée Cassiopée, 
et composée de cinq étoiles principales qui font une espèce de M. 

Au-delà de Cassiopée se trouve un groupe de sept étoiles occupant 
une grande étendue; quatre de celles-ci forment le quarré de Pé- 
gase, opposé au quadrilatère de la grande Ourse. Vol du quarré de 
Pégase se nomme la tête d^ Andromède; cette étoile est la plust 
septentrionale des quatre de ce quarré. La luisante et de Persée, ou 
la quatrième à partir de la tête d'Andromède , est la plus près da 
pôle. 
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On trouve la constellation du Lion, en prolongeant de 45* environ 
vers le midi; la droite qui joint a et /3 de la grande Ourse : elle forme 
un grand trapèze à Tun des angles duquel est une étoile de la pre- 
mière grandeur, nommée Régulas. La queue j3 du Lion est une 
étoile de deuxième grandeur, située un peu au midi de la ligne tirée 
de Régulus à Arcturus, et est à i5' de Régulus vers rorienl ( fig. xa ). 

La constellation d'Orion est un groupe de plusieurs étoiles rangées 
suivant l'ordre que présente la figure i4. En hiver elle paraît du 
côté du sud vers les sept à huit heures du soir. Dans l'intérieur du 
quadrilatère, formé des étoiles >» a, x, jS ou Rigel, on remarque 
trois étoiles en ligne droite, désignées par J^, £, Ç, et vulgairement 
appelées les trois Rois, ou , selon les astronomes, le Baudrier 
d^Orion. 

Sirius, rétoile la plus brillante et la plus scintillante de celles que 
nous apercevons, eat à l'orient du Baudrier ; c'est Va du grand Chien. 
Les Pléiades, formant un amas dé petites étoiles, sont à l'occident 
en tirant vers le nord. 

^Idébaran ou et du Taureau est une étoile de la première gran- 
deur, située fort près des Pléiades, et sur la ligne menée de l'étoile. 
y d'Orion aux Pléiades : elle est remarquable par sa grandeur, son 
éclat et sa couleur rouge. 

Procyon ou le petit Chien est une étoile , entre la première et 
la deuxième grandeur, située au nord de Sirius et plus orientale 
qu'Orion : elle fait avec Sirius et le baudrier d'Orion un triangle 
presque équilatéral. 

Au nord de Procyon se trouvent, dans la constellation des Gé- 
meaux , deux étoiles assez remarquables et peu distantes l'une de 
l'autre; la première, la plus au nord, est désignée par et ou Castor; 
la seconde, par /3 ou Pollux. 

La diagonale ety du quarré de la grande Ourse ,. prolongée de 68% 
passe près d'une étoile de la première grandeur, connue sous le nom 
de Vépi de la yierge ( fig. la ). Cette étoile fait à peu près un tri- 
angle équilatéral avec Arcturus et la queue du Lion. 

€L de XdiLyre ou Tf^éga (fig. j5) est une des plus brillantes étoiles 
du ciel , et fait presque un triangle rectangle avec Arcturus et la 
Polaire; l'angle droit étant vers l'orient à la Lyre. 

Au midi de la Lyre parait une belle étoile de la seconde grandeur^ 
dans la constellation de \ Aigle : elle est désignée, dans les eàtaloguôa^ 
a. 12 
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par « M Ahcur. Cette étoile est située entre deux autres qui en sont 

fort |»rodies , et qui forment une ligne droite avec elle. 

Le Capricorne est une constdiatian indiquée par le prolongement 
de la ligne qui passe par h Lyre et par FAigle. Deux étoiles de troi* 
sîème grandeur, « et jS, à a* Fune de l'autre, soi^ placées sur ce 
prolongement, et forment la tête du Capricorne. A so^ plus loin, du 
côté de l'orient, sont deux autres étoiles, J^ et y y situées de l'orient à 
foccident et à s* l'une de l'autre, lesquelles composent la queue 
du Capricorne. 

En menant une ligne de l'Aigle à la queue du Capricorne , son 
prolongement de no* indique Fomalhaut ou la bouche du Poisson 
austral, étoile de première grandeur. 

Enfin, la ligpe noenée de Régulus à l'épi de la Vierge, et proloi^e 
vers l'orient, rencontre la constellation du Scorpion j composée de 
trois étoiles au front du Scorpion, et formant un grand arc du nord au 
6ud. L'étoile de la première grandeur, placée à l'orient et comme au 
centre de cet arc , se nomme Antarès ou le cœur du Scorpipn. 

Nous n'étendrons pas d'avantage ce Catalogue d'étoiles , qui est 
plus que suffisant pour mettre en pratique les méthodes que nous 
allons exposer. Ceux qui désireront une description complète des 
constellations, pourront consulter le Traité d^ astronomie de La- 
lande, ou VUrano^aphie de M. Francœur (a^ édition). 

Outre ^s étoiles que l'on aperçoit à la vue simf^, on reinarque 
dans le ciel une lumière blanche de forme irrégulière, et à laquelle 
^n a dowé le nom de voie lactée : elle entoure le ciel en forme de 
ceinture, et parait, à Taide du télescope, être formée d'un amas de 
petites étoiles dont les distances angulaires sont extrêmement pe-« 
tites. Quant aux parties qui ne présentent qu'une lumière blanche et 
continue, elles se nomment nébuleuses. 

EnjSn il est des étoiles , conune Algol ou la tête jS de Méduse , 
située au sud et à peu de distance de a de Persée, qu'on nomme 
changeantes, parce qu'elles ont un éclat variable : celle-ci passe 
de la seconde à la quatrième grandeur , dans une période de 69^. II 
en est d'autres dont la lumière augmente de plus en plus depuis 
un grand laps de tems ; d'autres au contraire qui, après avoir brillé 
tout à coup , n'ont pas tardé à disparaître : phénomène extraordi- 
jiaire qui parait dû à un vaste incendie. 
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999. Nous ferons remarquer que le moyen le plus sûr pour 
apprendre à connaître les étoiles ^ indépendamment dd cartes cé- 
lestes et de la méthode des alignemens, est de les observer à leurs 
passages au méridien. Pour cet eflèt. Ton calcule l'heure du pas* 
sage en tems vrai, d'une étoile bien connue, de Sinus par exemple, 
et après avoir disposé les lunettes du cercle répétiteur, comme il est 
dit à l'art, lai, on dirige la (unette sur cette étoile^ pour la suivre 
jusqu'à l'instant de sa médiation, en ayant soin d'éclairer un peu 
l'objectif (art. 127), afin de pouvoir placer l'étoile exactement sous 
le fil vertical. Le cercle étant alors fixé invariablement , pourra 
servir à faire connaître les principales étoiles du Catalogue , dont on 
aura calculé l'heure du passage, et lorsqu'on aura amené la lunette 
supérieure au point du limbe qui désigne la plus grande hauteur que 
l'étoile proposée puisse atteindre au-dessus de l'horizon ; hauteur qui 
est évideiBment égale à celle de l'équateur , plus ou moins la déclinai* 
son de cette étoile; parce que de cette manière, l'astre, au moment 
de sa médiation, aéra peu éloigné de l'axe optique, et par oonséquent 
&cile à distinguer des étoiles plus petites qui pourraient ràvoisinâr* 

Quand on saulra réglei* ude pendule siU: le tems sidéral, il M sera 
pas nécessaire de déterminer le tems vrai du passage, puisqu'è œt 
instant la pendule marquwa l'aaoenaiao droite de Tétoite {«rt» iji). 
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CHAPITRE m. 

Z>e la détermination de la marche d^une pendule, par 

rapport au Soleil et aux étoiles. 

PREMIÈRE MÉTHODE. 

Par les hauteurs correspondantes du Soleil. . 

fgS. JliN supposant que le Soleil décrive perpétuellement le même 
parallèle, et que les circonstances de son cours soient les mêmea 
après comme avant midi , on aura de la manière suivante l'heure que 
marque une pendule au moment où cet astre passe au méridien du 
lieu de l'observation. 

Observez le tems où l'un des bords du Soleil se trouve à une 
certaine hauteur apparente vers l'est, ain^i que le tems où le même 
i)ord arrive à la même hauteur vers l'ouest; le milieu entre ces deux 
tems sera l'heure que la pendule marquait lorsque le centre du Soleil 
passait au méridien. Si, par exemple, le bord inférieur du Soleil était 
TU le matin à la hauteur de ao' , lorsque la pendule marque 8*46'58''y 
et que le même bord fut aperçu le soir à la même hauteur, pendant 
que la pendule marque S^o'S", l'instant du midi vrai serait annonce 
par cette pendule, à ii*6y5o",5, moiUé de 8*46'58''+ i5*o'3^ 

On ne peut se dispenser de répéter cette opération au moins huit 
à dix fois le mafin y et autant le soir , afin que le milieu pris entre 
tous les résultats, donne le plus exactement qu'il est possible l'in- 
stant du midi. 

Quand on prend plusieurs hauteurs le matin, il est indispensable 
d'en tenir note, afin de pouvoir remettre, le soir, la lunette supérieure 
dans les mêmes positions qu'elle avait avant midi, en commençant 
toutefois dans un ordre inverse, comme cela est évident. 

C'est ordinairement avec un quart de cercle astronomique que 
l'on observe les hauteurs correspondantes des astres ; mais le cercle 
Tépétiteur peut très bien servir au même usage. Pour cet efiet^ I'ob 
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fixe à zéro la lunette supérieure, eu suivant le procédé décrit à 
Part- lai ; ensuite on dispose le limbe de Fins trament dans le ver- 
tical de Tastre , de manière que la bulle d'air du grand niveau soit 
exactement entre ses repères. Dans cette position, la lunette infé- 
rieure est horizontale; ainsi la lunette supérieure, rendue mobile et 
amenée sur Fastre, parcourra sur le limbe, un arc qui sera la 
mesure de Fangle de hauteur de cet astre au-dessus de l'horizon. 
Comme rien n'oblige à se presser dans ces sortes d'observations , 
l'on amène la ligne de foi du vernier de la lunette supérieure exac- 
tement sur un trait de division du limbe , et l'on note , comme nous 
venons de le dire , Tinstant précis où l'un des bords se trouve en 
contact avec le fil horizontal. 

C'est ainsi que M. Moynet et moi prîmes, à l'ile d'Elbe, des 
hauteurs correspondantes du Soleil, les ao, ai et aa mars i8o3« 
Voici la série des seules observations que nous pûmes faire le ao. 

Le matin. 
A fa hauteur apparente ITy la pendule marquiait. 8*48' i5^ 

JJL • • ••«•.••«•• • 0«0X«3o 

Somme des tems du matin. . . . a6*35^36'^ 

Le soir. 
A la hauteur apparente H"'^ la pendule mcarquait . i4* 53' 37^^ 



• • • • 



. i4.58. 1 
. 15. 1.1& 



44* 6a' 55" 
a6.35.36 



£r • • • 

TTf 

Somme des tems du soir. • 
Celle du matin étant . . 

Le milieu entre ces deux sommes^ ou le 6* = 11* 54' 44'',83« 

Ainsi, le centre du Soleil passa au méridien à ii*54'44",83, à 
très peu près, en tems de la pendule. 

Cette manière de procéder au calcul du midi approché ne Ëiit 
pas voir l'accord des résultats partiels, mais il ^e manifeste ainsi 
qu'il suit : • 



9* 
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SACTEUR 

appâventé. 


TEMS 

de Upeadule. 


«pprocbét- 


ti 


15. i.iS 
a3.49 3o 




JT 


8.51.98 
i4.58. i 

9-39 


ii.B4.44>^ 


ff* 


8.55.53 
14,53.37 

9.30 


ii.54<45 


Moyenne arithmétique » 

ou midi approché .... 1 1 ^ 54^ ^%Z 



Nous venons de (aire connaître le résultat assez exact de bos ob- 
servations du ao mars; fX, nous nous assurâmes de même par un 
grand nombre de hauteiirs correspondantes prises les jours suivans^ 
et dans des circonstances plus &yorables^ que durant la présence 
du Soleil dans le méridien , là pèiddute marquait 1 1* 54' 7'' le ai mars, 
et ii*53'3o'',88 le lendemain; mais ces résultats ne donnent pas 
encore l'instant précis du midi vrai compté à la pendule, parce que 
le cours dii Soleil Q'est pas tel que non^ Tarons supposé d'abofd. Il 
importe donc de &ire connaître la collection qu'il s'agit d'employer 
en pareil cas; tel est l'objet. de l'article suivant. 

Recherche de Inéquation des hauteurs correspondantes. 

3g4. Lorsque le Soleil s'avance dans les signes septentrionaux , 
par exemple , sa déclinaison est plus grande le soir que le matin 
( art. 11), par conséquent si on l'a <d>servé à ao^ de haateur avant 
midi, l'angle horaire correspondant était plus petit qtte cdui qui a 
•u lieu le sofar àia mômebauteur. D-oii il suit que si ce dernier angle 
surpassait le prenuer de ao'' en tems» leur demi-différenoe lo'' 
serait ce qu'il faudrait ôter du milieu pris entre les tems 4os hau- 
teurs égales, pour avoir le midi vrai. 

Cela posé, soit F l'angle horaire du malin , etf^ ou P+ cfP l'angle 
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horaire du soir , lorsque le Soleil est descendu à la même hauteur 
à laquelle il a été observé la première foiSi Soit en outre, en tems de 
la pendule, Tl'époque du matin, T celle du soir, à'partir de minuit; 
on aura, pour le niidi m approché, ou pour Fépoque du milieu des 
deux intenrallea^ 



m 



a 



Mais dP étant la différence des deux angles horaires P, P' exprimés 
en degrés, on a nécessairement, lorsque le Soleil s'approche conti- 
imellemeut du pôle élevé , 

.,. T+T dP 

midi vrai c= —^ — — — ?, 

€n réduisant dP en tems (artr a38). On a d'ailleurs 

Supposons maintenanttiu'on ait pris des hauteurs correspondantes 
le soir un certain jour, et le lendemain matin ; on propose d'en con* 
dure le minuit vrai. 

Si Ton désigne par P Fangle horaire du soir, par P' Tangle horaire 
du matin , Tun et l'autre étant comptés à partir de midi ; et que T, 7^ 
soient les tems correspondans , comptés d'un midi à l'autre, les 
angles horaires comptés de minuit seront successivement la* — T, 
y — . la*; et dans l'hypothèse que le Soleil s'approche du pôle nord, 
on aura ja* — T> T — la*; en sorte que le minuit Jf approché, 

OU --^ — sera plus petit que le minuit vrai , de la moitié de la difie* 

rence dP des angles horaires ; donc 

minmt vrai ss — -ï- — -|- — ?. 

a a. ib 

Où a en outre 

P^r, P' = a4-.r, £±£=aa-(^l=^. 

U reste, dans l'un et l'autre cas , à évaluer dP en fonction de la 
latitude du lieu et de la déclinaiscm de l'astre. Dans ce but, soit N la 
distance du centre du Soleil au zénit , qu'il est inutile de connaître , 
pourvu qu'elle soit la même ayant comme après midi; EL la hauteur 
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du pôle, D la déclinaison boréale de l'astre à la première époque , 

jy sa déclinaison à la seconde époque ; on aura généralement 

C08 N = cos P cos JETcos /? + sîn JETsin /?, 
cos N = cos P" cos H cos ZX + sin JSTsin ZX j 
de là 

tang H (sin /?' — sin D) = cos P cos Z? — cos P" cos /?'. 

Mettant ici pour D ^X. D leurs valeurs respectives \ (/>' 4- />) 
— 1 (Z?' — Z?) et H^ -t- ^) -•- T (^ — ^). afiû d'introduire les 
valeurs moyennes dans la formule , on aura 

tang H |_8in {-^ f- -^—) — sm {-- -—)j 

= cos F cos ( — r- r — ) — cosP' cosf — Y — I 3 — )' 

puis développant et réduisant il viendra , 

alang Hcos 1 (Z>'+Z>)sin i (/y— Z?) = (cosP— cosP') cos { (jy-^-D) 

X cos i (Z>'— Z?) + CcosP+cosP') sin i (Z?'+Z)) sin ^ (/>' — Z>) ; 

eqsuite divisant tout par cos î (Zy + Z>) cos î (Z^ — Z>) , et remar- 
quant que 

cos P — cos P' = asin \ (P' + P) sin i (P' — P), 
cos P + cosP' = acos i(P' H-P) cos i (P' — P); 

on obtiendra 

tane i ^P' — P^ = tangK^y- P) 

^ CcST^P) -tangi (Z>' + 2>) cos i (P'+P)]; 
mais à cause de 

= tang K+ tang ^(i^^J?^^) 

— tan? rr | >taDgg«n*i(P'~P)tangK/^-/^) 

— rang XI -I cos 1 (/" — P) tang i (P* - P) 

5= tang if H- tang ^ tang t (P' — P) tang j (P' — P) ; 
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on a enfin • 

tangi(P'-P)=»i^^^^=^[tang^-tangKP'+JD)co8KP'+P)] 

, tangi (jy ~Z?) tanggtangj iP'^P)tingiiP' — F) 

Dans cette formule rigoureuse aux différences finies , donnée par 
M. Delambre, il est toujours permis de négliger les quantités du 
troisième ordre; ainsi l'on a simplement P' — P ou 

^^ = ÏÏ^ItFtTÔ I^'^^S -ff - tang H^' H- ^) cos i (i" + P)] ; 

dp 

mais la Gorrectîon du passage étant — -^ au méridien supérieur , 

dp 

et + -^^ au méridien inférieur, on a définitivement 

iDidiYrai = -^ + gsiî nKP-+P) 

X [tang i (/>'+/?) cosi(P+P)—tangi/], 

minuit vrai = -^t_. + _____ 

X [tanglT— tangi(Z>'+Z>)cosi(P'+P)]. 

Bans ces deux formules , ZX — Z) est le changement en déclinai- 
son pendant l'intervalle des deux observations correspondantes; 
mais si Ton veut que U ^^Dzsz, dD exprime le changement diurne ^ 

il faudra écrire ^ -^ -• au lieu de dD : d'ailleurs comme on 

prend ordinairement pour déclinaison moyenne \ (/?' + D) , celle 
U* qui avait lieu à l'instant du passage, on aura, en désignant le 

7*— T P' A^ P 

demi-intervalle par i, et substituant pour — ^^ ses valeurs 

précédentes converties en degrés, 

(0 ,^diTrai=Z:±i: + g(.a>.gfl"cot.«-;fi||, 
(,) mil.aityral=ï±2: + ^'^^+tangZ>"cot.6i); 

formules dans lesquelles / devra être exprimé en heures et déci-* 
maies d'heure, et dD en secondes de degrés. 
La variation diurne (/Z> en déclinaison ayant çté considérée cotnme 
a. i3 
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positive daps tous les calculs précédens où le Soleil est supposé afler 
du sud au nord, il faudra la prendre négativement lorsque le Soleil 
s'éloignera du p6te boréal. On affectera de même du signe négatif 
tang JETet tang D pour rhémisphère austrsd, ainsi que cot i5<, si 
le demi-intervalle i est plus grand que 6 heures. Dans ses Nouvelles 
Tables d'aberration et de natation j M. de Zacb a dressé des tables 
à simple entrée, pour abréger le calcul de la cOTrection des bauteurs 
correspondantes : elles sont d'un usage facile j cependant celles de 
M. Delambre paraissent mériter la préférence, parce qu'elles donnent 

immédiatement les logarithmes des facteurs gg^, — g|^~^*nn75* 

£— j-g^. L'une a pour argument la longitude du Soleil, et procure les 

deux premiers facteurs; l'autre a pour argument le demi-intervalle t 
des observations, et fournit les deux autres facteurs (voyez V^s^ 
tronomie, tome I, page 676). Néanmoins nous ne ferons ici aucun 
usage de ces Tables , parce que la correction du midi s'évalue avec 
la plus grande Êicilité par la formule même que nous venons de 
démontrer. 

APPLICATIONS. 

0g5. Les hauteurs correspondantes prises le ao mars 180S à 
Porto-Ferraio , dont la latitude H^ ss 4a*49'6'S ayant été observées 
rers 8*5i'5a" du matin et a*57'38" du soir, il s'est écoulé 6*5' 46" 
entre les époques moyennes du matin et du soir ; c'est la valeur de 
T^T. 

7^ — 7» 

Ainsi, le demi-intervalle ou . . . f es 3*a'53"=3*,o5 

Et comme ce jour-là le changement diurne 
en décUnaison était de a3'4a'' = dD^ on a 

en secondes dD = i4aa'' 

On avait en outre à midi Z>" = o*a5'4a'',6 

Et l'angle horaire i5i = 45'45'io". 

Tels sont les élémens de la correction du midi ou de la formule 
suivante : 

dans laquelle dD est positive, parce que le Soleil se rapproche du 
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pAbi boréal, et tang D* négative , parce que la^dédinaison du Soleil 
e^t australe. Cela posé, on a 

!•' terme s* terme. 

log dD ss 3,i5a9o 

log.f s=: o,4845o 

clog 36o = 7,44370 

i,o8ogo i,o8ogo -« 

l.tang D = 7,87582 — l.tang H = 9,96689 

l.cot i5t = 9,98909 , c.l.sin (i5/) == o,i45i5 

log i« terme = 8,94381 — log a« tetaie =z 1,19292 — . 

i« terme = — 0^09 
a« terme c= — 16,59 

Correction du midi = — i5,68. 

Ainsi puisque Theure trouvée par un milieu entre les tems des 

hauteurs correspondantes est (art. 293) ii*54'44"83 

et que la correction =s — i5,68 

Finstant du midi yrai était donné par la pen- 
dule, à ii*54'29"i5. 

et par conséquent cette pendule était en retard ce jour-là sur lé 
midi vrai de o*5'3o",85. 

Par des observations et des calculs tout pareils , nous trouvâmes 
que le 21 mars i8o5, le nûdi vrai était arrivé à la 

pendule à ii*53'5i"7 

cette pendule retardait donc sur le midi vrai de . . . 6. 8,3 

Enfin, le lendemain 22 mars, le midi vrai fiit an« 

nonce à la pendule à ii*53^i5,6 

donc la pendule retardait alors de 6.44, 4 •• 

296. Il reste maintenant à déterminer la marche de la pendule 
par rapport au tems moyen. Or, en suivant le précepte de Tai^t. 242, 
on trouve 

Pour le 20 mars i8o5 à Porto-Ferraio, tems moyen au midi 

vrai o* 7'53''9 

et comme la pendule marquait à midi vrai 11.54.29,2 

il s^ensuit qu'elle retardait sur le tems moyen det . . . i3. 24^ 7 . 
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Pour le 31 mars, tems moyen au midi vrai. . . ; o* 7'55"8 
et comme la pendule marquait à midi vrai ii. 53. 61^7 

son retard sur le tems moyen était de i3.44, i« 

Enfin pour le sa mars, tems moyen au midi vrai . o* 7'i7"6 
midi vrai à la pendule ii.55.i5,6 

retard de la pendule i4. a,o. 

Il résulte de ces observations, que, du ao au ai mars , la pendule 
retardait sur le tems moyen de i3'44'',i, — i5'a4",7 = i9",4, dans 
l'intervalle de deux midis vrais consécutifs , c'est-à-dire dans Fespace 
de a3*69'4i'',9 tems moyen; par ccmséquent le retard dans un jour 
moyen était de i9",4a. Mais du ai au a a mars, ce retard ne s'est 
trouvé que de 17^,9. Si nous pouvions considérer nos observations 
comme très exactes, nous en conclurions que la pendule aurait eu 
une petite irrégularité de i",5 d'un jour à l'autre. 

397. Pour déterminer avec précision la marche de la pendule , 
il est important de &ire une longue suite d'observations de ce genre^ 
et de dresser un tableau de cette marche , ainsi qu'il suit : 



i8o3 


TEMS 

de la pendule 
è midi Trai. 


iQUATIOH 

du tenu. 


COBKSCTIOV 

OU é({uation 
de la pendule. 


XSTABO 

dinrnt 
de la pendule. 


ao 

s ai 

aa 


ii*54'a9''3 
ii.53.5i,7 
ii.53.i5^6 


7.35,8 
7.17,6 


i3'a4'7 
13.44,1 
i4- â>o 


»9> 
Ï7.90 













On entend ici par équation de la pendule , ce qu'il &ut ajouter au 
tems qu'elle marque à midi vrai pour avoir le tems moyen. 

Nous aurions pu régler exactement notre pendule sur le tems 
moyen, en relevant tant soit peu la lentille pour accélérer les oscil- 
lations. On parvient à ce but en tournant une vis qui se trouve au- 
dessus de la suspension. Quand cette vis traverse un petit cadnm ^ 
et qu'elle porte une aiguille, on sait, après quelques essais, à combien 
de parties du cadran répond un certain nomibre de secondes d'ac- 
célération ; on peut donc premier de cette connaissance pour régler 
plus vite la pendule. 
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Les bonnes horloges astronomiques conservent un mouvement 
bien régulier, quelle que soit la température à laquelle on les expose. 
Cet avantage résulte de ce que la lentille est très pesante et qu'elle 
est soutenue par des verges de compensation composées de deux 
métaux dont les densités sont différentes. Ces verges sont disposées 
entre elles de manière que quand l'un des métaux tend à éloigner la 
lentille du point de suspension ; l'autre métal la rapproche au con- 
traire d'une quantité équivalente. Néanmoins, il est prudent de placer 
la pendule dans un lieu où la température varie peu , et sur-tout da 
l'assujétir à un mur épais isolé de la voie publique. 

Les mouvemens des garde-tems ou chronomètres, particulière- 
ment en usage dans la marine, sont aussi en grande partie dégagés 
de l'influence de la température, au moyen d'un compensateur qui 
les régularise. 

ag8. Résolvons maintenant le problème suivant, qui trouve de 
fréquentes applications. 

Le fli mars i8o5,à Porto-Ferraio, l'on a observé un phénomène 
à 5^io'ao'' du soir en tems de la pendule; on demande le tems 
moyen de l'observation. 

Si la pendule marquait exactement a4* en un jour moyen , il 
suffirait d'ajouter à b'^io'ao" son retard absolu du 21 mars ou son 
équation i3'44",i , et l'on aurait, pour le tems moyen de l'observa- 
tion , 5* a4'4",i ; mais le retard diurne de la pendule étant de i7",9=/, 
il faut déterminer son retard pour l'intervalle qui s'est écoulé depuis 
midi jusqu'à l'heure du phénomène, c'est-à-dire pour i7*io'ao" 
— 1 1* 55' 5i",7 =;= 5* 16' a8",3 = 5*,a6. 

On aura donc cette proportion : 

a4* _ j» =- a3*,98 : 5*, a6 :: 1 7^,9 : x = 3",9a j 

c'est ce qu'il feut ôter du tems moyen approché. . . 5*a4'4^',i ; 
ainsi^ tems moyen cherché' = 5*a4'o",i8. 

Pour connaître le tems vrai de la même observation , évaluons 
réquation du tems. 

D'abord, d'après le tableau précédent, le ai à midi vrai à 

Porto-Ferraio, l'éqbation du tems =: o*7'35"8 

le aa idem elle était • 0.7.17,6 

variation en a4 heures solaires vraies p ;ss 18, a.. 
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Ensuite, tomme le tems moyen de Tobseryation, dans le lieu où 
elle s'est faite, était 5*si4'o''^i8 = 5^4^ on aura , à cause que l'équa^ 
tion du tems diminue ^ 

a4* — ^ = ^5*98 : 5*,4 :: i8",a : x = — 4^09 
de là, équation du tems le 21 ... .' o^7'35,8o 

équation du tems pour le moment de l'observation. -* 0.7.51,71 • 

(Souâtractive, parce que le texus J^oyen est en ayaoce sur le tems vrai). 

Tems moyen de l'observation . • 5^si4' o''i8 

Tems vrai de l'observation 5.16.98,47 • 

399. Afin qu'on puisse se feniîliariser avec la méthode des hau« 
teurs coroespondantes , et voir d%iQ coupnl'œil tous les éiémens 
du calcul de la correction du midi approché , nous extrairons du 
Registre des observations Élites en 1 81 1 à l'École d'Application des 
ingénieurs-géographes militaires^ le tableau suivant : 






UVRE CINQUIÈME. 



io3' 






S 



Observations correspondantes du Soleil. 

Le 18 féyrîer 1811 ^ yers 9^ du matin et 3^ du soir. 
Latitude .... IT s 48'' Si' 4o^ Obsenration 

Longit. ( ouest ) =: 4' ( ^° ^^°^ )* ^" ^^^ inférieure . 

Le cbronomètre de Berthoud dont on 8*est servi 9 donne 5 battemens par a'* 



NOMBRE 

OBSBftTATlOSS. 



8 



TEMS 

• da 

CBiOSOMÈTRS. 



Matin 8*34'5o',4 
Soir. i4*S5. Il 



aa.8g.5a,4 



M. 8.56. 16,8 
S. 14. 53.36 ;8 



9.53,6 



M. 8.39 «16, 4 
S. i4.5o.38,8 



M. 8.37.47 
S. i4*59. 5|6 



MIDIS 

approehës. 



ARCS 

paicovros. 



îi*44'5S^,a 



11.44.56,8' 



9.53,6 



9. 55, a 



11.44. 56^3 



11.44.57,6 



M. 8.40.45,4 
S. i4'4^.i\ fi 



9.57,0 



M. 8.4a* i5iâ 
S. 14.47.38 ,8 



9.54,0 



11.44.58,5 



M. 8.43.45 
S. fi^JIfi* 9,6 



sMfi 



M. 8.45.11,6 
s. 14.44.38 ,8 



9.50,4 



11. 44*57,0 



ii.44-S7>3 



11. 44'SS,a I 



8a^,i 



REMARQUES- 



81,9 



81,7 



81,5 



81,3 



Matin, 

Barom.=a8^iao8 

Ther. de Réau- 
xnur = 4- 6*. 

Soir, 

Baron3.= a8^,i6 
Thfr.=+9«(R). 

Beau tems. 



81,1 



80,9 



80,7 



I 



Moy. de tous le» midi» approcdi. = ii*44'56^86=s tems appioch. du passage. 
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On yoit par ce tableau que Tépoque moyenne des observations 

du matin est T =, 8*4o' 

celle des observations du soir T' -=, i4.5o. 

Ainsi tems écoulé entre ces deux époques 

ou : . . . r'—r = 6*10' 

demi-intervalle f = 3. 5 =x3*,o8. 

angle horaire i5i = 46'i5. 

Et la Connaissance- des Tems donne pour la déclinaison australe 

du Soleil à midi ; D' = ii-5o'6" 

variation diurne dD = 1271''. 

On a donc tout ce qu'il faut pour calculer la correction du midi, 
par la formule (3); on trouvera, en observant la règle des signes 
énoncée à Part. 5194, 

correction du midi = — ig"44 

mais midi approché = ii*44'55,8o 

donc heure vraie du passage = ii.44.36,36.) 

3oo. Dans l'explication de la méthode des hauteurs correspon- 
dantes, nous avons tacitement supposé que les réfractions à hauteurs 
apparentes égales, pour les époques du matin et du soir, étaient 
elles-mêmes égales, quoique cela n'ait pas toujours lieu. Par exemple, 
dans les observations rapportées ei-dessus, le baromètre et le ther- 
momètre annoncent que Tétat de l'atmosphère n'était pas précisément 
le même après comme avant midi. Les astronomes ont néanmoins 
rarement égard à l'effet que peut produire sur la correction du midi 
une petite variation dans la réfraction; mais si l'on voulait calculer 
cette correction en toute rigueur, il n'est pas difficile de s^assurer 
que l'on aurait , en faisant varier la distance zénitale apparente N 
(art. 394), 

correct, du midi = g—- — s — ^ . . .,^ 

formule dans laquelle dN doit être exprimée en secondes de degré. 
Soit donc r la réfraction du matin, ?•' celle du soir supposée plus 
faible j on aura dN = r — /; par conséquent, dans ce cas, rfiVsera 
positive. On conçoit bien en effet que l'angle horaire du soir a éta; 
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plus petit qae celui du matin , si la réfraction s'est trourée plus fi>rtc^ 
à cette première époque qu'à la seconde. 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

Par les hauteurs absolues du Soleil. 

5oi. Ce n'est ordinairement que quand le ciel est sans nuages^ 
que l'on est sûr du succès de la méthode précédente; mais lorsque 
le tems est variable , il vaut mieux régler sa pendule par les hauteurs 
absolues. Cette méthode consiste à prendre plusieurs distances zéni- 
taies du Soleil avant ou après midi , pour en déduire l'heure de 
l'observation, et par suite le retard ou l'avanc^de la pendule; mais 
il &ut alors connaître assez exactement la latitude du lieu de l'ob- 
servation. 

Supposons y par exemple, qu'après six observations conjuguées 
Ëdtes le i*"^ avril i8o4, à 43*17' de latitude nord, et par 4o'i5' de 
longitude occidentale, l'arc parcouru par la lunette supérieure du 
cercle soit de 46a'; le sixième de cet arc =? 77' sera là mesure de la 
distance apparente du centre du Soleil au zénit. Supposons de plus, 
que le milieu entre les six tems donnés par la pendule soit de 4*i a'io''. 
^ On sait que la distance vraie d'un astre au zénit est égale à sa 
distance apparente, plus la réfraction, moins la parallaxe (art. a56). 
Or, la distance apparente du centre du Soleil au zénit, réduite ea 
degrés sexagésimaux, est de Gg'^iS' o" 

La réfraction moyenne corrigée de la tempéra- 
ture, par le procédé de Part. 954, est supposée 
de a'3o" ^ -f- o* fi.93,o5 

La parallaxe du Soleil , pour le i^ 
avril, et à ao* 7 de hauteur, est (Tab. X) — 7,96 

Donc la distance vraie du centre du Soleil au 
zénit ssGg'ao'aa'^c^. 

On calculera ensuite , par la méthode de Fart. aSg , la déclinaison 
du Soleil pour le jour, l'heure et le lieu de l'observation. 

Déclinaison du Soleil pour le i"* avril i8o4 à midi, 
à Paris. . . . . .' 4*34'a5'' 

Déclinaison pour le a 4.67 «So 

Changement en déclioaison, pour a4 heures 6*a3'l5'^ 

a. i4 
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' Le i^r ayrH, à 4^ lâ^ lo'^ du soir, par 4o*i5' de loDgitade occiden* 
taie, répond au i^' avril à 6^55^ lo" comptées à Paris; ainsi la partie 
proportionnelle pour ce tems = &4to"% 

Ajoutant la déclinaison du i^ avril, on aura, 
pour la déclinaison boréale cherchée 4*4i' 5''2. 

Cela posé, dans le triangle sphérique FZS (fig. 16) on connaît, 
I*. ZPy ou le complément de la latitude; a*. ZS^ ou la dislance vraie 
du centre du Soleil au zénît; 3*. enfin PS , distance de Tastre au 
pôle, ou le complément de sa déclinaison. 

L'angle horaire P s'obtiendra donc par la formule de l'art. 74. 

Calcul de VangU horaire. 

Distance vraie da centre du Soleil au zénit = G^^ao'sâ'oB 

Complément de la latitude = 46.4^. • • • Csin = 0,1378869 

Complément de la déclinaison ••••.=: 85.i8.54>8o Csin =s OjOoi4534 

Somme* . • soi^aâ' 16*85 

^ somme. • ]oo.4i* 8^4^ 

^ 6om# — compl. latitude 53. 38. 8,4a • • sin = 9^9^7869 

Jflom* -«- compl. déclinaison iS.ââ. i3,6a . .sin s= 9^4^33433 

19,4704678 

log sin i p =s 9,735a339 
ainsi i P = 3a«55'3o'5. 

L'angle horaire ZPS est donc de 66*5i'i"=4*a3'a4"o6««»*^«*' 
mais la pendule marquait 4.ia.io 

donc au moment de l'observation, elle retar- 
dait sur le Sdeil, de o*ii'i4"o6. 

Maintenant , voici le calcul qu'il faut effectuer pour connaître la 
marche de la pendule par rapport au tems moyen. 

L'heure vraie ou apparente pour le méridien et le moment de 
^observation , était 4*25'a4"o6 

Ajoutant la différence des méridiens %Ai 

on a rheure vraie que l'on comptait à Paris au même 

instant, le \^ avrÛ i8o4 7* 4'fl4"o6. 

Le tems moy. au midi vrai le i*^^ avril i8o4 à Paris =: o*3'57"a 
Le tems moyen, idemy^oxyr le a = o.3.38,8 

Différence en a4 heures. • . ~* i8''4. 



I 
\ 
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Ainsi, ponr le i« avril 1804, à q^^'^^\(^ du soir, PéqoatsDn d« 

tems est •...•. o* 3'5i"8o 

Ajoutant Theure de Tobservation , tems vrai. . • . 4.35.a4,o6' 

on a pour le tems moyen 4^a7'i5''86 

(Si cette somme surpassait la^, on en ôterait la ponr ayoir le 
tems moyen.) 

Hais la pendule marquait 4.ia.io 

4onc elle retardait sur le tems moyen , de o^i5' 5''86. 

Après avoir pareillement calculé l'heure vraie , à l'aide des hau- 
teurs absolues du Soleil prises dans le même Këu à une autre 
époque y on déterminera y comme ci-dessus y l'avance ou le retard 
de la pendule, par rapport au tems moyen; et de là l'on conclura 
aisément l'avance ou le retard, dans l'intervalle de ces mêmes ob* 
servations. Divisant ensuite ce dernier résultat par le nombre des 
heures moyennes qui se sont écoulées depuis une époque jusqu'à 
l'autre^ le quotient sera la quantité dont la pendule avance ou retarde 
par heure y sur le tems moyen. On voit présentement ce qu'il fauC 
Étire pour régler la pendule sur le moyen mouvement du Soleil^ 
afin de la rendre utile aux usagés de la société; mais en Astronomie^ 
il n'est pas absolument nécessaire qu'elle soit réglée ainsi; il suffit 
au contraire que Ton sache exactement de combien elle avance ou 
retarde sur le tems apparent, ou sur le tems moyen , ou enfin sur lè 
tems sidéral. 

3oa. Quoique le calcul précédent puisse suffire pour guider le 
lecteur dans la pratique de la méthode exposée , voici cependant la 
tableau complet des observations et calculs des hauteurs absolues 
du Soleil, pour le i4etle i5 décembre 181 3. Ces hauteurs, ou plutôt 
ces distances zénitales ont été prises à l'Observatoire du Dépôt de 
la Guerre, avec un cercle à niveau mobile; et pour mesurer le tems 
l'on s'est servi d'une pendule de Berthoud. 
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DISTANCES ZÉNITALES ABSOLUES DU SOLEIL, 

roui DiTBBMnrift is nm. 



Le i4 dëccminre i8i3 apièt midi, 
obtenradoo du cenire. 



KOMBAB 

des 

obierfatioiif. 



I 

a 
3 

4 



Borom. 37F n'^ 
Thenii.-f-3^66/? 



▲IG rAlGOUAU 

•or 
le limbe. 



départ. 



o« 



348«,978 



348«,a78 
Arc moyen 
= 87«,o695 
= 78«ai'45*'i8 



TSKt 

delà 
pendule. 



a* II' 48* 

i3.i4 

i4«3i,5 

i5.3g 

Les nnagcf ont 

interrompu la 

t^e. 



Som. i5'i2',5 
Epoqne moyenne 
= a*i3'48",i 
on tems aatrcino- 
miqne. 



Le i5 décembre i8i3 aprèt midi, 
obaerraiion da centre. 



irOMBKS 

des 
obserrations. 



I 
a 
3 

4 

5 
6 



Latitude £r= 48* 5i'4o''. 



Barom. a8^ 
Therm.-f3«i7 



▲IGPAICOUAU 

sor 
le limbe. 



TBM8 

deU 
pendnle. 



départ. 
33a«|8ao 



887»,a6o 



554»,44o 
Arc moyen 

= 93ff ,406666 



=83*9'57'',6 



a»5y3o' 
3. 0.99 
1.43 
3.58 
5.i3 
6.37 



Som. i8*i5'3o* 
Époque moyenn 
= 3*3'33%33 
ou tems astro* 



Inomique. 



Longitude ouest M ts f ea tems^ 



Nota. Lorsqu'on observe constamment h même bord do Soleil , il faut tenir 
compte de son demi-diamètre , dont on troaye la valeur dans la Comuâssance des- 
Tems. 

Calcul de Inobservation du i4. 



facteur barométrique = o^ggGS 
fiicteurthermométir. s= i|Oa6 

produit. • • i;Oaâ4 
réfraction moyeune ^76*38 



décl. duQ le 14 déc. à midi d:=si s3«j3^53^ 
idem. • . . le i5 . • • • idem iTsa fl3. 17.15 



produit ou réfr • vraie =+ 4'4^'57 
diat. zénit. appar. / =s 78^^ 1 .46, 1 8 
demi-diamètre du Q = o 



variation en fl4* u= S'na" 
s4^ : tems astron.dril#::u:xr= 



somme. • • 
parallaxe de haut. . 
dist. zénit. vraie du 
centre . . • • , N sz 



78«a6'a7''75 

— 8,46 

78*»a6' 19*119 

I5=n6*fl4'a5'5 

— C= 4>' 8.Qo,o 



iy77 

déclinaison du ....<{ = a3^\yS%oo 
déclin, actuelle du Z> = a3. 1 4* 1 1 ^77 

dist. du O au pôle À =1 i3*i4'i ii77 

compl.de la latit.ff ou C= 41. 8.aO|00 

dist. zénitale vraie iV= 78.26.19,99 

somme . . . S s=ra3a''48^i'o6 

i S =:ri6oa4'a5^ 
— - A= zii3.i4.ii|8 

/r= 5.io.i3^7. 



«= 75.16, 5,5 
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log sin 12 = 9,g864834 

log8ini2'= 8,74^7800 

c.Iog sin C = 0^1818490 

c.Iogsin'A = 0,0367396 

somme ou log sin ^ P = 1 8,9468620 
demMom. ou log sin i P ==; 9,4734360 ; de là y P = 1 7* 1 8' i8"oai 

angle horaire P = 34 . 56 . 36,o4 
en tems.... r=: a*i8'a6",4. 

L'angle horaire est ici le tems astronomique, parce que Tobser- 
yation est faite après midi. Dans le cas contraire , le complément de 
cet angle à a4* serait le tems astronomique. 
Cherchons maintenant le tems moyen de l'obseryation. 

Équation du tems le i4 décembre à midi Q = o*5' 5''3 
idem le i5 Q' = 4.36,5 

variation diurne v =3 39,0 

a4* : TdEiM :: f/ : j' = o* o' 3^79 
équation du tems Q =2 o. 5. 5,5o 

équation du tems actuelle 9 = 0* 6. a, 61 
tems vrai de l'observation T = a. 18 .36,40 

TSMS MOY£M de l'observation a^ iV a5''89 
heure de la pendule a . i5 • 48, 10 

correction ou avance absolue de la pendule =s •— a4, a 1 . 
Calculant de la même manière l'observation du 16, on trouve 

Tems vrai de l'observation 3*6'4i''7 
Équation du tems « « . -^ 4.5a,5 

Tems moyen 5. a. 9,3 

Heure de la pendule 5.3 .53,5 

Corr., ou avance absolue — • 

de la pendule — a4"i ^ 

Dans Fintervalle des deux observations , qui est de a4* 49' tems 
moyen y la pendule n'a retardé que de o'',i ; ainsi son retard^ diurne, 
ou en 34* solaires moyennes, était seulement de 0^9* U^e quantité 
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si petite , et dont on ne peut répondre , permet de regarder cette 
pendule comme bien réglée. 
Il résulte de là, que puisque le tems moyen 

au midi vrai le i5 = ix* 55' 35"7 

et que l'avance absolue de la pendule. s^ a4, i 

le midi vrai a cette pendule eut lieu le même 

jour à IX. 55. 47,8 

Pareillement le midi vrai le i4 fut annoncé à . . • x 1 • 55 . x8,9 

Ainsi l'avance de la pendule en a4* solaires vraies es: a9''x ; 

c'est ce qu'on nomme amnce . relatipe. 

TROISIÈME MÉTHODE. 

Par Inobservation des étoiles. 

3o5. La marche de l'horloge , relativement au premier mobile , 
ou aux étoiles dent les retours aux méridiens sont égaux, se dé- 
termine de la même manière que par rapport au Soleil. Si , par 
exemple, on observe, a la même hauteur sur l'horizon, une étoile 
fixe, avant et après son passage au méridien, le milieu entre les 
tems des observations correspondantes sera l'heure que l'horloge 
marquait à l'instant du passage. Si le lendemain on observe encore 
cette étoile y on saura à quelle heure elle se sera retrouvée dans le 
méridien j par conséquent l'on connaîtra si l'horloge suit exactement 
le mouvement diurne du ciel , ou de combien elle avance ou retarde 
en ?4 heures sidérales. Dans ce dernier cas, l'on abaissera ou l'on 
élèvera la lentille du pendule , afin de faire retarder ou avancer 
l'horloge; et l'on s'assurera, par d'autres hauteurs correspondantes, 
prises à diflerentes époques, s'il est encore nécessaire de changer la 
durée des oscillations du pendule. ^ 

Il convient, pour faire usage de la métHode d'observation actuelle, 
de choisir une des étoiles qui passent au méridien pendant la nuit, 
et c'est de quoi l'on s'assure en calculant l'heure approchée de ce 
passage, comme nous l'avons enseigné (art s45). Il faut aussi, pour 
que l'étoile paraisse animée dHm mouvement fort sensible, qu'elle 
soit observée loin du méridien et dans le voisinage du premier verti- 
cal; pourvu toutefois qu'elle soit un peu élevée au-d^sus de l'horizon, 
afin d'éviter les erreurs qui pourraient résulter des variations de la 
réfraction dans les basses régions de l'atmosphère. Enfin, s'il arrivait 
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que Pétat de Tatmosphère fut différent , aux deux époques des ob- 
servatioDS correspondantes, il serait nécessaire de faire, à l'heure 
du passage donnée par la pendule, la correction dépendante du baro* 
mètre et du thermomètre (art. 5oo). 

On règle encore une horloge sur le tems sidéral, par la méthode 
des hauteurs absolues d'une étoile : pour cet effet, l'on calcule, comme 
il est dit à l'art. Soi , l'angle horaire de l'étoile, à l'aide de sa décli- 
naison , de sa distance au zénit et de la latitude du lieu supposée bien 
connue; mais ici la distance yraie au zénit est seulement égale à la 
distance apparente, plus la réfraction; puisque la parallaxe estseu- 
eiblement nulle. 

L'angle lioraire de Té toile étant trouvé, on le convertira en tems, 
à raison de i5** par heure, et le résultat exprimera des heures sidé- 
rales : on saura donc sur-le-champ de combien l'horloge avance ou 
retarde sur l'étoile , au moment de l'observation. 

Supposons, par exemple, qu'un certain jour avant le passage de 
l'étoile au méridien, l'angle horaire réduit en tems ait donné fl^i4'34^ 
au moment où la pendule marquait 3^i5'3o" : cette pendule avançait 
donc sur l'étoile, de 1*1' 6". Supposons encore que le lendemain, 
après le retour de la même étoile au méridien , l'angle horaire ait été 
trouvé de 4^8'o'', lorsque la pendule marquait 6*9' ; donc au moment 
de la seconde observation la pendule n'était en avance que de 1* 1' 
sur le tems sidéral ; donc elle retardait de 6" dans l'intervalle de 
3o^dii'a4'', ou de ^ de seconde par heure. 

3o4. Poqr achever d'éclaircîr cette méthode , nous allons rapporter 
le calcul des observations de distances zénitales absolues dé Sinus 
ou a du grand Chien , faites au Dépôt de la Guerre le 18 février 181 1 , 
vers 6^ 7 du soir avant le passage. Toutefois ces observations ne 
doivent pas être regardées comme très concluantes , parce ^e Pé- 
toile était trop près du méridien. 
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TEMS 
do chronomètre. 



ANGLE ANGLE 



malciple. 



6*a5'4o''i8**' 
aG.So.iS 

^7.40. 10 I 

a8.3o.i4 
flg. 10.17 
ag.5o.i8 
3o.ao.i9 
3i.3o. 6 
3a. o.a7 
3a.4o.ia 



77i»,36567 



simple. 



ÉLÉMENS 

da calcul 

de Pangle bortîre. 



77',i3G367 

69«a5'ai%8 
= Z 



g* 2gf ag'.SG = époque moyenne. 

Nota. 5 battemens du chronomètre font a' 



Baromètre. . 
Thermomèt. 
Latitude H 
Longit. ouest 



a&^ a'*^ , 

+4MR). 
48*5i'43\ 

4' (en tenu). 



Position moyenne de Fétoile au 
1*' janvier 181 1. 

iA :r:6^36'4g',33 selon Maskeline, 
D =:ie«a/53*,5«eJoEPiazzî, 
= lo^ag® o', 
Q = 5.a8. o. 
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Par lès Tables de M. Burckhardt (art. a6i)/oo a 



Asc. dr. moyenne 
Variât. (18 £évr.) 

Aberration 

Natation 

Constante 



6*56'49"35 Décl. moyenne 

+ 0,55 Variation 

•+- 3,94 ^Aberration. • . . 

^ 9,00 Notation 

— 4,00 Constante .... 



jA apparente. . • . 

on TEMS SIDÉRAL 



s6*36'5o"6a Z? apparente.. 

Dist. polaire 
du passage au méridien. apparente A 

Type du calcul de V angle horaire P. 

distance zénit. observée Z == 6g* aS' ai'^S 

réfraction 4- 3*37,4 

distance zénitale vraie N =^ 69'' 37' Sg'^a 
distance polaire A =: 106. a8. 13,9 
colatitude go-^jBTss 41.8.17 

somme 

^ somme 



z6*37'53''6 

90^6 

5o,4 

a9>4 
-^1.0 

i6*a8'i5"9(A) 
xo6*a8'i3"9. 



317. 4.3o,i 



R 



io8.3a. i5,o5 108. 32. i5, 55 

io6.a8. 13,90 — 4i. 8.17 

«• 4' i"i5",JR' = 67.35.58,35! 
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sin R = 8,5571207 

8in R' = 9,9663991 

c.sin A =s 0,0181975 

c.sin (90—^ = o,i8i856a 

somme 18,72247^ 

7 somme 9,56i2566 = sin i P; 

delà iP= i3-i6'54''4 

angle horaire P = a6 . 35 . 48, 8 

angle horaire en tems = — i*46'i5"36* 
asc. dr. apparente ss+6.56.5o,$3 

TEMS SIDÉRAL de Tobservation 4* 60' 35''37 

tems de la pendule 6 . 29 . 29,56 

avance absolue =s 1* 38' 55^99 
Au moment de Tobseryation — — — 

djôtance de Féquinoxe au •+- 1^54' 25''65 » 

tems sidéral +4t.5o. 35,57 

TEMS VRAI 6.44.59,02 

tems de la pendule 6 . 29 . 29, 56 

retard absolu o • 1 5 . 29, 66 . 



\ 



3o5. Une horloge réglée sur les fixes, et à laquelle on ferait mar- 
quer 0*0' o" quand le point équinoxial du printems entre dans le 
méridien , donnerait en tems , l'ascension droite de tout astre au 
moment où il serait au point culminant, c'est-à-dire à sa plus grande 
élévation au-dessus de l'horizon. Ainsi , en prenant dans la Connais-' 
sance des Tems le complément à 24 heures de la distance de l'équi- 
noxe au Soleil, pour un jour proposé , on aura son ascension droite 
pour ce jour-là, ou, ce qui est de même, l'heure que l'on doit 
compter à midi vrai à Paris, sur l'horloge des étoiles. Il résulte 
même de cette remarque un moyen très simple de faire mafquer à 
l'horloge réglée sur les fixes, 0*0' 0'% lorsque l'équinoxe passe au 
méridien; car si, avec une lunette méridienne ^ l'on observe une 
étoile lors de sa culmination , et que l'on mette en même tems le 
pendule de l'horloge en mouvement, les aiguilles du cadj^an étant 
préalablement fixées sur l'heure, la minute et la seconde données 

2^ i5 
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par l'ascension droite de l'étoile; cette horbge sera réglée comme oo 
le désirait. 

A défaut de lunette niéridienne, on aura recours à la méthode 
des hauteurs absolues ou correspondantes du Soleil ou des étoiles , 
et par là on connaîtra la marche de l'horloge. Supposons, dans cette 
circonstance, que le midi vrai ou apparent arrire un certain jour 
a io*4i'3o'' en tems de l'horloge réglée sur les fixes, et que l'ascen- 
sion droite du Soleil, à cette époque, soit de 6*ao' lo"; alors l'horloge 
aura marqué au moment du midi, 4*ai'Qo''de plus que l'ascension 
droite du Soleil. Pour la retarder de cette quantité , on pourra faire 
marcher un compteur^) d'accord avec elle ; ensuite , l'on comptera 
les secondes qui s'écoulent du moment où l'on arrêtera le pendule 
de l'horloge, et l'on fera rétrograder les aiguilles de 4l^iq'2o" seule- 
ment, afin d'avoir tout le tems de faire cette disposition ; enfin à 
l'instant où les lao'' ôtées de 4^i2i'ao'' expireront sur le compteur^ 
on remettra le pendule en mouvement : par ce moyen la présence 
du point équinoxial an milieu du ciel, sera, à l'avenir, annoncée par 
l'horloge à o^o'o^% on, ce qui est de même, à ia\ Néanmoins l'on 
ne pourra se dispenser de vérifier de nouveau la marche de l'hor- 
loge , lorsqu'il s'agira , par la suite , de &ire des observations impor- 
tantes; d'abord parce que l'ascension droite apparente des étoiles 
change peu à peu, en vertu du mouvement des équinoxes sur 
l'écliptique, de -la nutation et de l'aberration (art 34 et suivans); en- 
suite, parce que la marche de l'horloge pourrait avoir été altérée 
par quelques causes physiques qui ne seraient point jdécélées^ ou 
dont il serait impossible d'évaluer les efièts. 

Les opérations précédentes peuvent être récapitulées et abrégées 
ainsi qu'il suit : 

1*. Pour régler mie pendule sur le tems sidéral par Je Soleil; 
|»renez des hauteurs absolues du Soleil trois ou quatre heures avant 
ou après midi ; calculez l'angle horaire (art. 3oi)^ cherchez dans la 
€jonnaissance des Tems la distance Z de l'équinoxe au Soleil, pour 
l'intfant de vos observations; prenez le complément à a4^ de cette 



4 



(**) Le compteur est une petite pendule qui sonne et marque les secondes seule- 
Wment ; il est sur*tout utile quand on est obligé de faire des obsnryatioDS. astro- 
«oinîqQts nn peu loin de Tborloge. 
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distance; alors le tems sidéral sera 

(a4*— 2=F=P), 

P désignant Tangle horaire réduit en tems, et compté de midi. 
Soit rie tems de la pendule pour l'instant de Tobservation, 

(a4* — 2=fP)— r 

sera la correction de la pendule. Si Tobservation est faite ayant 

midi, le tems sidéral \ . . . =z= (24'^ — 2 — P) 

et après midi, ce tems = (2.4* — 2 -f- P). 

En répétant les mêmes opérations plusieurs jours de suite , vous 
saurez si la marche de la pendule est trop lente ou trop rapide. 

a*. Par les étoiles; prenez des hauteurs d'une étoile, et calculez 
Pangle horaire comme ci-dessus, après avoir cherché la déclinaison 
apparente de l'étoile par le procédé de l'art. a8i. 

Soient touj ours P l'angle horaire trouvé, et yft l'ascension droite de 
l'étoile, pour le )our de l'observation, corrigée de l'aberration et de 
la nutation, art. a8i. Cela posé, si les hauteurs ont été prises à 
Torient, le tems sidéral = (A — P). 

Si au contraire elles ont été prises à l'occident, 
le tems sidéral ,...=: (A -h P). 

Soit T le tems de la pendule , 

sera ce qu'il Êiut ajouter au tems T', pour avoir le tems sidéral. 

Ces opérations, fiiites plusieurs jours de suite, montrei'ont si la 
marche de la pendule est trop lente ou trop rapide; et il est évident 
que, par cette méthode, comme par la précédente, le mouvement 
de la pendule est comparé à celui du point équinoxîal. 

Remarques sur la méthode des hauteurs absolues. 

3o6. Il n'est pas inutile d'apprécier le degré d'exactitude que l'on 
peut obtenir dans le calcul du tems absolu. Or^ dans le triangle 
sphérique ZPS (fig. 16), on a 

cos ZS = cos ZP cos SP + sin ZP sin SP cos P, 

ou, d'après la notation adoptée dans l'art. 3o2, 

cos ^= cos Ccos A 4- sin Csin A cos P. 
2. 
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Différenciant, en faisant seulement varier la distance zénitale .^ct 
l'angle horaire P, il vient 

Jp— dNiinN . 
8in C sin A sin P 

mais le même iriangle donne, en désignant par Z Tazimut de l'astre, 

sin A^ sin A 
sinP a'mZ* 

donc 



sin Csin ^ 



Il résulte de là que, pour une même valeur de dNj la variation dP 
d'angle horaire sera d'autant plus petite que sin Z sera plus grand. 
Mais cette dernière quantité atteint son maximum quand l'azimut 
^=:go'. Par conséquent, l'instant le plus favorable à la détermina- 
tion de l'angle horaire a lieu lorsque l'astre est dans le premier 
vertical, et qu'il a d'ailleurs un mouvement rapide. Il n'est pas tou- 
jours possible de profiter de cet instant; mais en choisissant un 
asti^e qui ait une petite déclinaison et qui soit éloigné d'environ 45''. 
du méridien , il donnera l'heure avec précision. 

La formule diflcrentielle précédente, en l'écrivant ainsi, 

rfiV^=rfPsin^sinC, 

donne en outre la démonstration du {u^cipe sur lequel est fondée 
la méthode d'observation actuelle, savoir : que les hauteurs d'un 
astre prises loin du méridien, croissent proportionnellement au 
tems, et qu'ainsi la moyenne de ces hauteurs correspond exactement 
à répoque moyenne. En effet, lorsque sin Z diffère peu de l'unilé 
et que la série est de courte durée, comme de 8 à lo minutes, la 
variation qu'il éprouve n'a pas d'influence sensible sur la valeur du 
facteur sin Z sin Cj ou, ce qui est de même, la variation en hauteur 
dN croît proportionnellement au tems dP. Mais lorsque sin Z est 
très petit, la valeur de c/iV^ augmente comme le quarré du tems, 
puisque, dans ce cas, Z est proportionnel à P. En général, pour 
connaître la durée qu'on pourra donnera une série de hauteurs ou 
de distances zénitales d'un astre, on calculera d'abord parla formule 
rigoureuse 

cos N — cas A cos C 



cosP s 



sin ^ sin C 



LIVRE CINQUIÈME. 117 

la yaleur de P correspotidante à la valeur moyenne de IT\ puis 
feisant varier P de la moitié de Tinter valle de cette série, on déter- 
minera iV^ par cette autre formule rigoureuse, 

cos IV = cos P' sin a sin C ■+• cos a cos C 

P' désignant le nouvel angle horaire : on aura, par ce moyen, 
iST'— -i^ srs dN. Ensuite, on calculera c/iVpar la formule approchée 
ci-dessus, en prenant pour P et jV leurs valeurs moyennes, et s'il 
arrive que ces deux valeurs s'accordent à -^ de seconde près , dn 
sera en droit de considérer la distance moyenne, lue sur le limbe, 
comme correspondante à l'époque moyenne des observations (^j- 
tronom. physiq., tom, I , pag. 396). 

S07. Quand on désire connaître le tèms vrai avec une grande 
précision, et par des distances zénitales observées avec le cercle de 
Borda, on groupe les observations de deux en deux, afin d'avoir 
une distance moyenne et un tems moyen arithmétique entre ceux 
des deux tems donnés par la pendule ; ensuite on détermine l'heure 
.vraie correspondante et la correction de la pendule, comme nous 
venons de l'enseigner. Cette méthode se présente naturellement à 
l'esprit, et elle a l'avantage, malgré sa longueur, de faire juger tout 
d'abord de la justesse des résultats partiels. Par exemple, si l'on a 
fait dix observations conjuguées, on aura dix correctiens de la pen- 
dule, dont le milieu sera la correction pour l'instant moyen entre 
toutes les observations; et à moins d'erreurs de calcul, ces dix 
corrections partielles suivront la marche connue de la pendule, 
c'est-à-dire qu'elle croîtront ou diminueront si la pendule avance 
ou retarde ; qu'elles seront constantes , si la pendule est exactement 
réglée sur l'astre. 

Il faut toutefois Êdre abstraction des petites discordances dues 
aux observations, car on estime difficilement l'instant précis du 
contact dans une lunette qui grossit peu ; d'ailleurs le mouvement de 
Fastre dans le sens vertical étant bien plus lent que le passage par 
les fils d'une lunette méridienne , il est rare qu'on puisse connaître le 
tems plus exactement qu'à la seconde. 

Ces discordances ne viennent pas seulement de l'incertitude sur 
le tems du contact; quelques-unes résultent en part|e des erreurs 
de la division, sur-tout vers le commencement d'une série. Mais si 
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une double distance se trouve trop grande^ la suivante sera très 
probablement trop faible, et ronaura lieu d'espërer que rerreur dis- 
paraîtra presque entièrement du résultat. 

Telles sont en substance les remarques mêmes de M. Delambre, 
sur la méthode actuelte, émt il a été Ëiît un fréquent usage dans la 
mesure de la méridienne {Connaiss. des Tems pour iSâopag. 558). 
Mais ce savant astronome s'est aperçu qull pouvait souvent se per- 
mettre de réunir les observations quatre à quatre , sans craindre de 
commettre une erreur qui passât un dixième de seconde de tems» 
et que même en partageant quelquefois vingt observations en deux 
groupes de six et en deux autres de quatre , les discordance étaient 
encore d'un ordre inférieur aux erreurs de l'observation. Nous nous 
appuyons de son autorité, pour prouver combien on doit être scru- 
puleux dans le calcal des observations astronomiques fiâtes avec le 
cercle de Borda. 

5o8. Parmi les moyens qu'on a proposés pour réduire toutes tes 
distances observées, an tems qui tient le milieu entre tous les tems de 
la pendule , il en est un remarquable par son élégance et sa simpE- 
cité ; c'^est celai que M. Soldner a décrit dans Tes Éphémérides de 
Bërttn pour 1818 , le voici : 

Sbît, comme M. Ddambre (Connaissartce des Tèms pour i8ao), 
JBria hauteur du pôle, 2> la décfiDaison^^Tl'iangle au zénît ou Tazimut 
dcrSofeil, P l'angle horaire, -^ l'angle au centre du Soleil entre le 
vertical de cet astre et le cercle dedédrônisonj enfin JV la distance 
ténitalé : on aura généralement 

cos2V=cosPcos JErcosZ)+ sînjfifsin Z> (i). 

Si l'on suppose que la variable jY reçoive un accroissement queU 
conque AiV, l'angle horaire P, qui est fonction de*ceUe variable, 
ifugcnentera de ûlF. Quant aux quantités H et Dj nous les consi- 
dérerons conune constantes, quoique dans la réalité Z7 varie tant 
soit peu pendant la durée d'une série ; mais si, en partant de L'époque 
moyenne^ il arrive que la variation en déclinaison , dans la première 
moitié de la série, donne un résultat trop fort, elle en donnera un 
trop faible dans la seconde moitié } on doit donc compter sur une 
compensation suffisamment exacte, à cet égard. Or, par le théorème 
delaylor, 

AJV^« gp-ûP + gpî7:j + gp3^7^ + etc.; 
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^USartnchuat deux fois Téquation (1) ci-dessus, on a 

dN %\n P C08 H coa D 
dp "^ sin iV • 

- é^N C09 PcosHcosD ços JVsîn P cps gcoB D étt ^ 

bailleurs le triangle sphérique Z^P donnant 

sin ^ cos D=z cos If sin Zy 

din P cos Jï* = sin iV6iû ^, 
on a 

r=: sin ^ oos Z?, 

W cos /' coa JET cos D cosiNTcosPsin^cos JETainZ 



AN 



tmmammmm,mm»^m 



• — sinJV aifiiV 

coa JET cos D (cos P*— cos Nain A^\n Z) 

êiuN 

Mais (Paprês Part. 67 , cos P = siii^ smZ cos iV— cos ^ cos ^^ 
ainsi 

<P1V ^^ — coi JET cos D cosjJcot Z 

^ ^y jâJ'cosir'oos0'smP 1 a 7i« coa 2f cou D cos ^ cos 2 . 

^^ = Snv » ^^ • ^N + «*C. 

Nous négligeons le terme du troisième ordre , parce qu'on peut 
presque toujours s'arrêter à ce degré d'approximation, JLa distance 
zénitale corrigée sera donc de cette forme 

i\r + AJW = 2V+ aAp — fc. îîî2lii^ + etc., 

en fiûsant attention que l'on a sensiblement ^ AP* =s asiil* 7 AP. 

Chacune des distances zénitales autre que celle correspondante à 
la moitié de rintervalle , sera susceptible d'une réduction semblable 
et leur somme, en la désignant par le simbole 2 (iV-f- AiV), sera 

2 (j^+ AiO = 2J\r+ aSAP — bt.^^^ + etc. 

Soit O la somme des distances observées ss S (iV^+ àJtf), et n 
le nombre des observations} on aura évidemment, pour la distance 
fnoyeone, 

- = — ih- 2AP 2.— 77--T H^tc.: • 



N 



iio TRAITÉ DE GÉODJÉSIE. 

mais puisque Ton rapporte tout à riustaDt du milieu , le premier 
terme proportionnel à la première puissance du changement de 
Pangle horaire se compose de deux parties , dont l'une est nécessai- 
rement positive dans la première moitié des distances, l'autre Aéga- 
tiye dans la seconde moitié. Ainsi , la sonune des intervalles est égale 
de part et d'autre , et ce terme disparait entièrement; c'est en effet 
ce que l'expérience confirme. On a donc simplement 

— s=-^ + -S.— .^ — >eta (2). 

La distance — qui avait lieu à l'instant moyen ent^ii^feux qu'a 

marqués la pendule , différera donc de la distance moyenne observée 

—, de la quantité - 2, 22il-I_.. On en fera usage pour calculer le 

tems vrai, après quoi l'on aura la correction de la pendule, c'est-à-dire 
la difiërence du tems vrai de l'observation, à l'époque moyenne dp 

la pendule. Mais le coefficient b = ^^'^^^^^^^^^ ^^^^ ^renferme 

deux quantités ^, Z qu'il faut avant tout déterminer à la minute 

seulement. Quant à la distance jV^ou— *, on peut, dans ce même 

coefficient, la remplacer par la valeur approchée C-ji or, on a 

fiiin ^ == -T-^, cos H^ sm Z = -7—5^ cos D\ 

et comme l'angle horaire est donné assez exactement par la marche 
de la pendule, supposée déjà connue assez bien, on a tout ce qu'il 
faut pour évaluer le coefficient h. Mais il restera encore à déterminer 

la somme 2 (^^^j^v-); c'est ce qui se fera à l'aide de la table XVIII, 

dont nous expliquerons la formation, en parlant des observations 
de latitude. Nous ferons remarquer seulementquant à présent, que 
les AP en tems s'obtiennent en prenant la difiërence de l'instant 
moyen des observations à chacun des instans observés. 

II s'agit, pour déterminer le signe de A, de savoir si ^ et i? sont 
aigus ou obtus. Dans notre climat, l'angle A est toujours aigu; mais 
l'azimut Z est obtus une grande partie de la journée : il l'est tou«- 
jours quand la déclinaison du Soleil est australe; mais si elle est bo- 
réalcf, l'azimut Z peut être aigu quand le Soleil est peu élevé sur 
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Wiorîzon; enfin, cet azimut est toujours droit qus^nd le Soleil passe; 
au prenaier vertical. On lève toute incertitude à cet égard, à Faide 
de la formule cos P :t= tang D cot H^ qui fera connaître Theure 
de la journée où Pangle Z est droit. 
Une autre manière de procéder, selon M. Soldner, est de calculer 

à la foisi^,^,Z d'après les troià données J , Z>, ^j la déclinaison D 

étant toujours celle qui correspond au milieu de la série.* L'angle 
horaire P ou le tems vrai auquel on parvient ainsi, n'est qu'ap- 
proché; mais on le corrige ensuite en cherchant l'efifet que peut 

produire sur l'angle horaire le petit changement ^ 2 (^^^^^ de 
distance zénilale. Or, on a, par ce qui précède, 



cos H cofl D «in P* 



Remplaçant dans cette formule différentielle, la variation i/if par sa 
valeur 

T ^2îÎ£!Ll^^ coa jycos D coa A cos Z 
\ nsini" / smN ^ 

on a, après avoir simplifié, 

\ /isin i / ÈinP ^ ' 

dp 

La correction du tems approché sera donc -7-. Il faut , dans le 

calcul de cette dernière formule , iàire attention aux signes des Ugnes 
trigonométriques. -On remarquera que sin P est positif après le 
passage au méridien , négatif avant ce passage. Quant aux signes 
qui doivent affecter cos ^ et cos Z, on se rappellera ce qui a été dit 
plus haut à cet égard. 

Sog. M. Delambre compare numériquement la méthode ordinaire 
à celle de M. Soidner, et fait voir qu'il est presque aussi wnple et 
tout aussi exact de eonclure la correction moyenne de la pendule 
des résultats partiels fournis par les observations groupées quatre 
à quatre^ 

Par exemple, l'heure moyenne entre vingt observations s'est trou- 
vée de 5^5S'5&'^q5 dans un lieu dont la distance du pdie au zénit est 
!• 16 
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de SgT ic/9o'',i ; la distance zénitale moyenne du *0 > corrigée de la 
réfraction et de la parallaxe, de Si^'aé'?''; la déclinaison du Soleil 
pour l'instant moyen, de ax*a6'4o''; d'où il est aisé de conclure, par 
la méthode de l'art Soi , que l'heure correspondante à la distance 

moyenne, était. 3*36' 58"i3 

mais l'heure moyenne de la pendule était 3 • 38 . 36,95 

donc la correction résultante serait i . 58,83 . 

£p réunissant les (^seryations quatre à quatre, on a eu ces 
résultats partiels : 



s 



s 



NOMBRE 

des 
obserrat. 



MOYENNES 

des temi 
de la {>endule. 



^» • • • 
^» • > • 

/\m • • • 

iX • • • ■ 



ao 



5a. 6,1 
58.21,5 
45. 1,6 
5a. ^fi 



DISTANCE 
séûtalc 
réduite. 



49° 7'49'5 

5o. 7.ao,o 
5i. J^,^ofi 
5a. 5.53,8 
53 . 1 1 • 6^5 



DISTANCE 
polaire O- 



68*»33' a5''a 
68.33. aa,6 



68.33.flo,o 3.36.i9>a 



68.33.17,5 
68.33.14,5 



TEMS 



Trai. 



3*a3'3o''7 
3.3o. 5,0 



3. 43. 0,4 
3.5o. a,9 



CORRECTION 

delà 

pendule. 



— a o a 



— a. 1,1 

— a.i,» 

— a. 1,7 



Correction moyenne .... — a . 1 ,3 



Il résulte de là, que la correction moyenne de la pendule, cot* 
respondante à son heure moyenne, est plus exactement de 2'i",3. 
Ainsi, dans le cas actuel, les vingt observations réunies en un seul 
groupe produiraient 3",5 d'erreur. En calculant même les observa- 
tions deux à deux, pour resserrer davantage les intervalles, on 
aurait, pour correction de la pendule d'i",55. La formule de 
M. Soldner donne ce dernier résultat à 7^^ de seconde prés. 

Pour réduire les corrections partielles à l'époque du milieu de la 
série, il faut feire attention que la pendule avançait de i",67 par 
heure sur le tems vrai. Or , de l'époque moyenne des vingt obser- 
vations à Fépoque moyenne des quatre premières , il s'est écoulé 
i3'7",43 = i5',i j on dira donc 

6o':i",67::i5',i:jc=o",5. 

telle est l'avance de la pendule pendant i3',i. D'après cela, les dnq 
corrections partielles précédentes , réduites à l'époque moyenne de 
la série, seront 
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isS 



Correctîoa mojeDne 



— a' 


o"5 


-^ 3, 


,1,5 


3. 


.3,3 


■— S. 


.1,0 


— 3 


.1,5 



a'i"3. 



Le Mémoire de M. Delambre contient beaucoup d'autres détails 
importaa>8 , que nous ne pouvons rapporter ici ( voye2 la Connaiê^ 
sance des Tems de i8ao). 
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CHAPITRE IV. 

Des observations et du calcul des latitudes. 

5io. JLa latitude d'un lieu terrestre, ou la hauteur du pôle, se 
détermine par des hauteurs du Soleil ou des étoiles j mais on choisit 
ordinairement, pour Êdre ces observations, une des étoiles circom- 
polaires; parce que si, pen^nt une longue nuit, on observe sa plus 
grande et sa plus petite hauteur , c'est-à-dire ses deux passages au 
méridien , la demi-tomme de ces hauteurs , diminuées .chacune de la 
ré/raction , sera la hauteur du pôle cherchée. 

La méthode actuelle suppose que l'on a invariablement fixé un 
quart de cercle dans le plan du méridien , en l'adossant contre une 
muraille , instrument que l'on nomme pour cette raison un mural: 
mais les ingénieurs-géographes étant obligés d'observer dans des 
lieux où il serait souvent fort difficile et très dispendieux de fiiire - 
établir un pareil instrument, se servent plus commodément du cercle 
répétiteur, qui a d'ailleurs l'avantage exclusif de donner, par des 
observations multipliées et dans une seule nuit , la latitude avec une 
très grande précision. A la vérité, les distances au zénit observées 
avec ce cercle ne sont pas prises dans le plan du méridien j mais on 
les j réduit par la méthode suivante. 

Cêrrection des distances au zénit, observées près du méridien. 

Sait Z (fig. 17 ) le zénit de l'observateur, P le pôle, E l'étoile 
supposée très prèff du méridien ZP ; PE sera la distance de l'étoile 
au pôle, ou le complément de sa déclinaison, ZE sa distance au 
zénit observée. 

Prenons Pe = PE^ Ze sera la distance au zénit telle qu'elle aurait 
été observée dans le méridien; et comme, pour le cas de la figure, 
ZE> Ze, soit ZE^Ze-^ x. 
D'ailleurs 

Ze^ZP'~PE={i<i^L)^(i<^^D)^D'^L'y 
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D étant la déclinaison de l'étoile £, et H^la latitude du lieu Z; donc 

Le triangle sphériqae ZPE donne 

cos ZE = cos PE cos PZ + sin PE sin PZ co^ P, 
ou 

cos (Z? — . ^-f. x) = sin D sin JT+ cos D cos jfïcos P j 
mais à cause de cos P = i — a sin' f P, on aura 

• • • • • 

cos(Z? — J5r-|-x)=sinZ?sîniï-f-cosZ>cosjEr— acbsZ^cosJîsîn'iPj 

ou bien 

cos {D — H+x) = cos (Z? — jH) — acos /> cos Jf sin» i P. 

Soient, pour abréger, — acos Z> cos JTsin* J P = g et Z? — J5f = A\ 
on aura 

(x) cos (-^ H- 5c) — cos A=^q. 

t 

Parmi les méthodes propres à fournir la valeur de x^ nous choî-* 
sirons celle de l'art, loa, qui est applicable en cette circonstance , 
puisque g est fonction de x, et que ces deux quantités s'évanouissent' 
en même tems. U s'agit donc, dans la série 



de remplacer les coe£Biciens dififêrentiels déduits de la relatioa (i). . 
Or, en général 

Mais ici ces valeurs devant correspondre à x = o ^ on a 

(dx\ ^^ 1 __ 1 

rfiyy™ 8iiiurf~ 8iii(D— iï)> 
/cPj:\ — cot^ ~oot(D — iSQ 

et par conséquent en secondes de degré, 

* — aio (/>-&) liai' "~ ï^ùn(£)-fl)imi'>/ «>H^— -«;8"» 1 -Ci;. 
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Le second terme m calcule fitcilement à l'aide da premier, qui le 
plus souvent suffit. 

A la seule inspection de la figure, on voit que la valeur dex^ 
donnée par la formule ci-dessus, se retranche de la distance ob- 
servée y quand Fétoile passe entre le pôle P et le zénit Z ; ainsi Toiif 
*a Ze=iZE'^x. Si au contraire elle passe au-dessous du pôle , la 
valeur de x conservera les signes qu'elle a plus haut; mais au lieu 
de (Z? — //) , on mettra (Z) + Jtf), parce qu'alors Ze=^ ZP + PB 

C=2Q — (/? + £,). 

Enfin , si l'étoile passe au midi du 2;émt, auquel cas2^e;^ PE'^PL 
Tsz H — /?, il Êiudra changer les signes de la valeur de x, et mettre 
If -^ D k la place de D — jfif; ainsi l'on aurait, pour le Soleil 
comme pour une étoile, 

y=s— V ,„ rv. ' '' ^il fil r>N ' — r |Cot(/f— /))smi''...fa)r 

am (£i — Z>)sini * ^[^s\n{H-^D}»ini ^ ^ ' ^ ^^ 

en ayant cependant le soin de changer le signe de D quand la déclî- 
Qaisop de l'astre est australe. 

Soit que l'on ait Finteutioa de calculer directement la valeur deXy 
soit que l'on veuille former des tables de réduction pour les étoiles 
que l'on aura choisies , il faudra connaître à fort peu près la latitude* 
du lieu. Si donc elle ne peut être conclue des opérations géodésique» 
(art. iga), on considérera le& distances au zénit observées à l'orient 
et à l'occident, et fort prés du méridien, comme ayant été prises 
daos le: Hiéricâefi même, et l'on en conclura la latitude approchée 
du lieu. 

Supposons, par exen^le , que l'on sache par la méthpde de 
l'art. 981 , à queHe heure l'étoile polaire passera au méridieii un 
certain pur, et que vers l'instant de ses passages supérieur et infé- 
rieur on ait observé ses deux distances au zénit, ainsi que l'état du 
baromètre et du thermomètre; on aura la latitude approchée ainsi 
qu'il suit : 

Passage supérieur. Passage ioférîeiir. 

Soit , distance apparente ao zénit . 43^79801 47'64a5o 

Réfraction vraie 0,01496 0,01707 

on aura , distance vraie ^. . . . 45'8iag6 47^5967 ; 

d^onc , demi^somme , ou distance vraie du pôle au zénit 45^23636 
donc enfin, complémi. de cette demi-sorame , ou lalit. 54; 76^74 . 
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5ii. Le calcul des tables par la foimule donnée plus haut est 
asseï feciie ; car sin^ ^ jP et sin^ ^ P étant les seules quantités tariable% 
il s'ensuit que quand on aura le logarithme du premier nombre de 
la table , les logarithmes de tous les autres nombres s'obtiendront eik 
ajoutant successirement les différences des logarithmes de sin* i P 
etsin^iP- 

Prenons pour exemple l'étoile polaire qui, comnie le dit M. De« 
lambre, semble mériter la préférence parmi celles que Ton peut 
choisir pour les observations de la hauteur du pôle. On délertninera 
d'abord la latitude approchée pour le lieu de l'observateur, par le 
procédé précédent, et la déclinaison apparente de l'étoile, selohla 
méthode de l'art a8i. Une erreur de quelques secondes sUr ehacua 
de ces élémens n'est d'aucune considération* 

Supposons que la latitude ;H^ = 46* 10' 4o'' , 
et que la déclinaison Z?= 88.i5.5o 

on aura D — H mz 4a' a' 5o" 

i? + jH^=a x34.a4.io- 45*36'6o". 

Ensuite le calcul des facteurs constans de la formule (1) se féfa 
ainsi qu'il suit : ! 

PaïaagB rapérîcur. Paistge toférieur. 

Li • o,3oio3 ' . . , » 

c. sin 1" 5,3i445 

cos D 8^49101 

cos H 9,84o37 

3,94684 3,94684 

c.sin(/> — H) 0,17409 c.sîn(Z)4-^ o,i46o4 

I II ■ ; I I I ^ ■ ; a 

log a — 4,12093 . log a rj-, 4(99388. 

a loga + 8y94i86 a toga *— 8,18576 

logT 9,69*97 ^«©9897 

l.sini" 4,68557 4,68557 

cot {D -^H) o,o4484 cot (1? -+• ^) — 9,990^ 
log h -f- 2,67124 log b + âf,50i24. 



Il ne s'agit plus, pour calculer la table de réduction, tant 
le passage supérieur que pour k passage inférieur^ qf» d'ajouter 
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«uccessirement à ces logarithmes constans les di£fêrences logariih-^ 
miqaes de sin* ^ P et de sin^ j P^ comme nous rayons déjà iâit ob- 
serrer, et comme on peut le voir par Texemple de ces additions, mia 
à câté de la table XYII, a« partie. 

Four le passage supérieur, la réduction est soustractire; parce 
que le second terme, quoique positif, est toujours plus faible que le 
premier, qui, dans le cas actuel, est négatif. 

Four le passage inférieur , le premier terme est positif, et le 
second Test aussi; parce que />+ /Test toujours plus grand que 90* : 
ainsi la réduction est additive. 

Quoique pendant l'obseryation d^une même étoile, la déclinaison D 
varie par la précession, Taberration et la nutation, Ton peut regarder 
cette déclinaison comme constante, dans l'intervalle de trois à quatre 
mois; mais après ce tems il faut refaire la table, ou la corriger 
par les formules que M. Delambre a données (page 5o de son Mé- 
moire cité). 

Ce célèbre astronome, à qui appartient la méthode précédente^ 
prescrit de faire pour tout l'intervalle de l'observation d'une même 
étoile, un tableau qui donne de dix jours en dix jours la position 
apparente de Tétoile , c'est-à-dire son ascension droite en tems , et 
sa distance au pôle à peu prés connue , affectées l'une et l'autre de 
la précession, de l'aberration et de la nutation (art. a8i). On conçoit 
en effet qu'avec ce secours le calcul est plus facile et moins sujet à 
erreur. 

On évite des corrections trop fortes , en observant peu de minutes 
avant et après le passage au méridien. 

5iA- Il n'est pas nécessaire de noter chaque distance au zénit, 
prise avec le cercle répétiteur, parce que l'on perdrait un tems pré- 
cieux, qu'il convient au contraire d'employer à multiplier les obser- 
vations autant que possible ; mais l'on tient registre des instans des 
observations données par la pendule (art. ia6), afin que la compa- 
raison de ces instans avec l'heure du passage de l'étoile au méri- 
dien (art. â8i ) donne les angles horaires P , avec lesquds on 
cherchera dans la table les réductions correspondantes. La somme 
de toutes ces réductions, divisée par le nombre des observations, 
sera la réduction moyenne que l'on retranchera (pour un passage 
dopérieur) de la moyenne entre toutes les distances observées, c'est- 



LIVRE CINQUIÈME, 129 

à-dire de l'arc total parcouru, divise par le nombre des observations ; 
le reste sera la distance apparente telle qu'elle aurait été observée 
vxL niéridien. Ces remarques seront mieu^ saisies, si l'on jette ua 
coup-*d'œil sur le tableau suivant, entrait du Méoioire cité 4^ 
M. Delamlire. 

POLAIRE. PcLssage supérieur, 11 décembre 1796/ ' 

Ascension droite apparente. . . . o* 5i' 55* 

La pendule , réglée sur le teros 
jydéral^ art. 11 et 3o3 y retardait de o. 1. o 

Passage au méridien , en tems de . 

la pendule. •• • o.5o.55 - 



Barom. a/ff* o"** 
Thenh. —-S* 



•. ■• •' 



« 



ARC PARCOURU 

rëdoit en degr^ 

•exagésimtus. 



O' O" 



n^STANS 

detf obsemiioni 

bonnet par U pendule. 



5o4»a4' ig'.Sa 



I 



43.53 
45. 8 

47' 8 
48.39 
5o.i6 
5a. 35 
54.39 
56.35 
58.55 
61.18 
63.49 



ANGLES HORABIES 



en tenu. 



8 « 

BI47 

5.47 
a. 16 

0.39 

1.38 

3.44 
5.40 

8. .0 

1 o . a3 

ia.54 



RÉDUCTION 

exprimée en fécondes 
de degrés. Tab. XVII 
' * a* partie. 



I 



— io',78 
4,06 
a>ii 
0,91 
o,3a 

o,o3 

0,16 

■ .0.88 

a,o3 

• 

4,o3 

6,77 
10,4$ 



Somme des rédactions • ......:« * — 4^',B4 

qu H faut diyiser par le nombre des obsenrations. ' la 

Quotient — 5,545 

Distance moyenne auzénit, entré les la obseryées. 4^* ^' i*,635 

Distance méridienne apparente 4^, .1, 68,090 

^ . 53^ / ï^^fr^ctio'i moyenne 4. 5i ,oao 

\ Correction de température -4- 3,5/0 

Distance polaire -|- 1. 46-^3, 3io 

Hauteur de Téquateur, ou colatitude 43*49* i4>99 

Latitude d'Ëyaux 4^* 10.45,01 



d. 



17 
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Si la pendule était réglée sur le moyen mouvement du Soleil , il 
faudrait^ après avoir, clierché les angles horaires comme d-dessus, 
ies augmenter tous à raison de lo'' par heure, ou de i'' pour & 
(art. i4 )y cette précision sera suffisante; mais pour plus de facilité , 
on réglera d'avance la pendule sur le tems sidéral , quand on devra 
observer des çtoiles. . 

r 

5i3. Pour faire connaître la manière de former un tableau des 
résultats d'un passage, nous extrairons de la Base du Système 
métrique j le suivant, qui est relatif au passage supérieur de la 
Polaire, obseryé à Évaux, l'un des. points de la Méridienne. 



ïy^rwi^f 



1 1 décembre. 

«4 

i5. ..;..... 
i6 

ï7- 

a janTier. .. 

»7 

i8... 

ai 



HT" 



la 

38 

4o 

H 
aS 

ao 

M 

lO 



JULTIXCDE& 

simples. 



cl 



46*io'45''oi 

46,70 

4a,75 

46,71 
42,18 

40,29 

4a,o3 

39,89 



It 



40 
64 

104 
iflS 

i56 
176 

flOO 
fllO 



LATITUDES 

combinées. 



46*io'45'oi 
46,85 
46.80 

45,a4 
45,5i 

44>s^ 
44»39 
44f^i 

45,91 



Dans ce tableau, la colonne intitulée n désigne le nombre des 
observations de chaque jour; et la colonne qui suit, donne les 
résultats correspondahs, obtenus par la méthode précédente. La 
colonne intitulée JV indique le nombre des observations, comme si 
elles avaient été faites sans interruption ; la dernière colonne donne 
lesIatitudescombinées,oules latitudes rnoyennes correspondanles 
aux nombres JV, et calculées par la règle de l'art 118. Par exemple, 
le II décembre, la moyenne de la observations est 46''io'45'',oi ; et 
le i4 décembre, la moyenne de a8 observations est 46'' io'47'',64# 
Pour avoir le résultat moyen entre les 4o observations, il fiiudra, 
d'après l'arlicle cité, et en ne prenant que les chiffres qui diffèrent 

entre eux, écrire "^''f:!",? ^^'''^ = ^'^ = 6",85. 

^ la-f-ao 40 

Il suit de là que le résultat moyen cherché est 46''io'46'',85| 
comme on le voit par le tableau ci-dessus. 

3i4. On rend 1^ latitude indépendante de Terreur produite par celle 
qui pourrait affecter la déclinaison, en observant les deux passages 
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dé rétoUe ; et Ton obtient par ce moyen ses deux distances Traies au 
zénit, dont la demi*-sonime est le complément de la latitude (vt Sito). 
En efifet, soit, Hq^ la véritable latitude cbôrchée,; à k. distance 
polaire de Tétoile, détenninée par les catalogues (art«. aSi), et sup« 
posée trop petite de la quantité;^ ; Z^i) la distance zénit^Ie méridienne^ 
lors du passage supérieur; et Zç^y la distance zénitàle méridienne 
krs du passage inférieur; on aura 

pour le passage supérieur, JJ^,^ = 90 — (Z(,) + A. -h m) 
pour le passage inférieur, H(,) = 90 — {Zçj^^ — A — fjt) 

somme... aJ^c») = 180 — (Z^.^ 4- Z^.j) 
7 somme ou latitude exacte, Jî(«j = 9^ — 1 (^co + -^w)- 

Dans le premier cas, la latitude approchée 

Jïio = jr^+f^ = 9^— (^(o+a)î. 

dans le second cas, Ton a . . 

* 

delà, ^(,j— JETf., = a/îcj 

ainsi, correction de distance polaire 

Voici, pour exemple, le résumé des passages de la Polaire, à 
Évaux , selon M. Delambre. 

Par 210 observ. passage super. JST^.j = 46'io'43"9i 
Par 4io observ. passage infcr. Hç^y s= 46.io.43,30 

6ao obsery. milieu ou latit. JGT i=i 46-iô. 45,555 

difTérénce (Hç,^ — JBT^^)) = -f- 0,71 

II. ■ ■ 

i différence ou correct, de dist. polaire /t« = H- o"35. 

Une comparaison toute pareille des passages de jS de la petite 
Ourse a donné, par xm milieu entre 552 observations, 

fi^™ 46'io'43"i6* 
or, par la polaire On a eu 46. 10. 43, 55 

Milieu entre 117a observat^ 46. 10. 43,3a , 
Réduction au clocher -r P,88 

LATITUDE du clocher d'Évaux. = 46* 10' 4a"44 . 
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3i5. Quand on ol)serve un grand nombre d'étoiles, le calcul des 
laûtudes s'abrège considérablement à Taide des tables générales que 
M. Delambre a données dans la Connaissance des Tems de l'anXII» 
ï^ous ayons seulement inséré ici deux de fees tables, parce qu'elles 
suffisent à la figueur : elles sont comprises sous les numéros XVIII et 

XIX, et elles donnent respectivement les Ëieteurs ^? % et ^^ ' 



sin 1- 



des premier et deuxième termes de la correctioïi^. Ainsi le calcul 
sera réduit à celui des autres Êicteurs 

COS Z> C09 ff „ - /COS D C08 ^V A / f> rr\ ^ 

dépendans seulement de la déclinaison et de la latitude. 

Pour exemple de l'usage de ces tables, cherchons derechef Ik 
réduction précédente, obtenue par une table particulière. On aura 
d'abord, en vertu des valeurs de Z> et de H^ et en se conformant 
aux remarques de l'art. 46, 

l.cos D z=z 8,49101 

Lcos H s= g,84o37 

€omp.I.sin(2> — H) = 0,17409 

log i^ = 8,5o547 alog F'=: 7,01094 

1 . cot . (Z? — iy) = o,o4484 



log/=: 7,05578 
Ensuite cm achèvera l'opération ainsi qu'il suit : 

Angles horaires. Table XYIII. Table XIX. 

i3^6" 336''9 d^vj 

8.a 126,7 ** o,o4 

6.47 65,7 ••^•••* 0,01 

5*47 * • • ^8^1 • • ^ ' 0,00 

9.16 10,1 0,00 

0.39 , 0,8 0,00 

1 . 38 5,a ...••• 0,00 

3.44 97,4 0,00 

6.4o • C^»^ •••• 0,01 

8.0 135)7 o,o4 

lo.aS 311,6 0,11 

ia.54 •• ^^6,7 •«... 0,26 

— i3a7"9 4- o^ 
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log 18517,9.. • 

compAbgia.é. 

log F. . - 

— 5,544 ^ 


3,ia3i7 
8,92083 
8,5o547 

0,54946 


log 0,74. . • 

• 


9,86935 
8,9308a 
7,05578 

Is84583 


log/. . . 

4- 0,000 

— 3,544 



• . RédiIctiOQ s= ~* 3''544} 

fî'est-à-dire que vîs-a-vîs les douze angles horaires, on mettra les 
s4 nombres que fournissent les tables XYIII et XIX ayant ces angles 
pour argnmens. La sonune de la première colonne sera — 1 3a 7,9, 
parce que Ton a observé le passage supérieur : cette somme, au 
<^ontraire, serait positive dans les passages observés au-dessous du 
pôle. Quant à la somme de la deuxième colonne , elle est toujours 
positive, et dans le cas actuel, elle = -f- o>74. 

Au-dessous des logarithmes de ces deux sommes, écrits sépa-* 
rément, on mettra le complément arithmétique du logarithme du 
nombre des observations, puis les logarithmes de i^et de/* calculés 
ci- dessus. Enfin, on fera deux sommes de ces logarithmes, et la 
réduction sera = — 3'',544 -f- o",ooo, c'est-à-dire qu'elle sera réduite 
i son premier terme , puisque le deuxième est insensible. Ce résultait 
est, à un millième de seconde près, le même que parla table parti- 
culière, et la méthode qui y conduit est à la fois simple et rapide. 
Si l'on construisait des tables sur les facteurs F et y*, on abrégerait 
encore de beaucoup la recherche de la réduction dont il s'agit. 

U est essentiel de ne pas pousser trop loin la série des observa- 
tions , parce que quand la distance de l'astre au zénit est petite et 
que les angles horaires sont un peu grands , la moindre erreur sur 
le tems de l'observation influe d'une manière sensible sur la réduc- 
tion, et par conséquent sur la distance réduite; mais en cessant les 
observations aussitôt que la réduction s'accroît de 7 ou de j de 
seconde pour une seconde de tems , comme il arrive à quelques 
minutes du méridien et quand l'astre est fort élevé , on trouve cette 
réduction avec la plus grande exactitude. 

3i6. L'illustre astronome dont nous expliquons la méthode, a cal« 
culé sur la formule sin P =• f^l"^^^,7" rr Que l'on obtient endififê^ 

10 dP coaDcos H ^ 

renciant par rapport à P, le premier terme de la valeur de x (art. S^io)^ 
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une table qui feit connaître les valeurs de l'angle horaire JP, lorsque 
la réduction varie d'une seconde de degré à chaque seconde de tems : 
on s'assure , par ce moyen, de la durée que Ton peut donner aux 
observations. Nous engageons le lecteur à recourir, pour de plus 
amples détails sui^ cet objet, à la Connaissance des Tems de l'an XII 
ou à la Ba^e du Système métrique, tom. II pag. 3o5. 

La série des observations devant être faite dans un intervalle de 
tems fort court, on trouvera un grand avantage à remarquer sur le 
cercle azimutal de l'instrument, la direction du vertical de Tétoile 
que l'on observe, afin de pouvoir amener facilement cette étoile 
dans le champ de la lunette. On calculera pour cet efièt une table 
d'azimut pour différentes déclinaisons et difierens angles horaires, 
et on placera en outre, près du cercle, une ficelle horizontale dans 
la direction de l'alidade supérieure lorsqu'elle sera pointée sur l'astre; 
cette ficelle indiquera la hauteur de l'astre durant l'observation. 

Reste à faire voir sur quelle formule on pourra établir une table 
d'azimut. Or, dans le triangle sphérique ZPE (fig. 17), on a (art. 65) 

COt Z = îi=^^^5^^^ - COt P CO8 (PZ) î 

mais, à cause de PZ = i<i — JF/, de PE = i<^ — Z>, et de 
QZE = a« — JZT = z, cette formule se change en 

cot z c=s cot P sm jfif — . vi ; 

donc, si l'on met au lieu de cot z, sa valeur r-^ — , et qu'on réduise 

les termes du second membre au même dénominateur, on aura^ 
pour l'azimut z de l'astre, compté du sud, 

. tang.azunut.=: :^ — ^ — h = . 

' ^ tang iï cos iP cot JD qr 1 

I 

Le signe supérieur étant pour les étoiles qu'on observe au méridien^ 
au-dessus de l'équateur et du pôlej et le signe inférieur, pour celles 
qu'on observe au-dessous. 

317. Tout ce que nous avons dit jusqu'à présent sur la manière 
d'efiectuer les réductions au méridien , suppose que la pendule est 
réglée sur le tems sidéral; mais il peut arriver qu'elle ne le soit pas, 
par deux causes; ou parce qu'elle ne marque pas exactement ^k^ 
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entre deux passages consécutifs d'une même étoile au méridien y ou 
bien parce qu'elle ne marque pas o^o'o'' quand le point équinoxial 
passe au méridien , quoique suivant le mouvement sidéraL 

Dans ce dernier cas, si la pendule est en retard, il faudra retran* 
cher de l'ascension droite apparente la quantité dont elle retarde , 
et Je reste sera Theure du passage de l'étoile au méridien en tems 
de la pendule ; c'est ce qui a eu lieu dans l'exemple précédent : 
si elle est en avance , on ajoutera son avance absolue j cela est de 
toute évidence. ^ 

Dans le premier cas, il Ëiudra connaître de combien la pendule 
avance ou retarde dans l'espace de a4^. Supposons un retard diurne 
exprimé par /, et que P' soit l'un des angles horaires trouvés comme 
ci-dessus ; cet angle^ donné en tems de la pendule, diiierera du véri- 
table angle horaire P, d'une quantité proportionnelle à /. On dira 
donc 

s4*— / : 34* :: i^ : P== 4^^== Z^' + -f^;l 

mais / étant toujours une petite quantité eiq)rimée en secondes , 
on a 

en faisant gg.^_ = f', pour abréger. 

Introduisant cette valeur de P dans la formule (2), et observant 
que -P et / sont très petits, il viendra 

en efifet , on a sensiblement 

sin i P=(i +/>in i-P, etsin*i P=(i+/0'8in4 P'=<i+9/)sin»iP^ 

Tout cela suppose encore que Z7 est constante durant l'observation; 
ce qui est vrai pour les étoiles , mais non pas pour le Soleil. Voici 
alors comme on tient compte du mouvement de cet astre en dé- 
clinaison. 

Soit PQ (fig. 18) le méridien du lieu; Zlezénit, et 5 la position du 
Soleil au commencement de l'observation. Si cet astre décrivait le pa- 
rallèle «S'r, la distance a^nitale ZS réduite au méridien, par la formule 
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précédente , serait représentée par JZTr j mais le Soleil parcourant aa 
contraire Parc SS\ rencontre le méridien en un point 5" différait de r. 
La distance zénitale Zr est donc trop grande de la quantité rSf' qu'il 
fi'agit d'évaluer. Or, nS*' est l'accroissement de déclinaison correspon- 
dant à l'angle horaire SPZ , et qu'on peut supposer proportionnel 
au tems. Ainsi, connaissant la variation en déclinaison pour i^ on 
multipliera cette variation relative par le nombre de minutes conte- 
nues dans l'angle horaire pour lequel on veut calcider l'accroissement 
de déclinaison. Dans l'hypothèse de la figure, le Soleil se rapproche 
du pôle boréal, ainsi la correction rS" est soustractive de la distance 
zénitale avant midi ; elle est au contraire additive à cette distance 
après midi, puisque la distance méridienne ^5" = JZ^r'^- r'S". 

On abrégera singulièrement ce calcul en prenant nég^itivement la 
sonune des angles horaires avant midi, et positivement celle des 
angles horaires après le passage ; puis divisant leur dififérence par 
leur nombre , qui est celui des observations ; alors le quotient sera 
Tangle horaire moyen par lequel on multipliera la variation eu 
déclinaison pour i', afin d'avoir la correction cherchée. On fera aur 
tant que possible le même nombre d'observations avant et après le 
passage au méridien , et à des tems également éloignés de midi. 
L'exemple suivant éclairera parfaitement ce que ces remarques 
peuvent avoir d'obscur» 

Observation et calcul d'une latitude, par les distances 

méridiennes du Soleil. 

3 18. Le i5 décembre i8i5 , nous prîmes, au Dépôt de la Guerre, 
des distances méridiennes du centre du Soleil, et nous sûmes, par 
les hauteurs absolues du même jour et de la veille (art. 3o3), que le 
midi vrai fut annoncé à la pendule à ii^55'47'^,8j nous formâmes 
en conséquence le tableau suivant ; 



LIVRE CINQUIÈME. 

Passage au méridien à 1 1'^ 55' 47^S6» tems de la pendule. 



i5f 



m 



NOMBRE 

des 
observât. 



DISTANCE 

zénitale 

moyenne appar. 

du centre 

du Soleil. 



INSTANS 

des observât, 
donnés par 
la pendule. 



ANGLES 

iioraires 

en tems de la 

pendule. 



RÉDUCTIONS 

au méridien j 
en secondes de degré. 



i" terme y 
table XVIII. 



a* terme ^ 
table XIX. 



n = 



1 
a 
3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

lO 

11 
la 
i3 

14 

i5 
i6 

17 
18 

»9 
ao 



/^=7ay36^84 



= ao I 



Barom. = aS'*. 

Therm. = + 4* (Réaumur) 




Latitude approchée H = 48^5i'4o' f longitude ouest M =1 4' (^° tems). 

On trouve,' dans la Connaissance des Tems jla. variation diurne 
en déclinaison de a^54"; partant, 

=b variation pour 1' = o",ia; 

cette dernière variation s'affecte du signe + lorsque le Soleil va vers 
le nord, et du signe — dans le cas contraire, comme dans le cas 
actuel. 

Faisant la somme des angles horaires ^ on a - 

2. 18 
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Ayant midL Apràs midi.' 

m = 57^,35, s ^ i*5i'i6j 

de là 

angle horaire moyen — — = 5' ,69 
Bdultipl^t par lie mouvement en D , pour 1' •» o'',! 9 

an a correction en déclinaison s= •— o'\4A. 

On sait, par Fart. 5oa , que Favance de la pendule en a4* solaires 
vraies était de ag^'; ainsi , prenant dans ce cas/ négativement, on a 

/!==:— ag^j d'ailleurs, en général, /' s= aa. ^ _ ; mais /> étant né^- 

gatif, on a 

/ = — o,ooo355, et 1 -f- a/' =» o,ggg665«. 

On trouve en outre 

Ëicteur barométrique = o,ggg. 

iàcteur thermométrique £= 1,060 

produit ••• i,o58g 
réaction moyenne i7g",o4 

produit ou réfraction vraie ^9^^- 

n reste encore un élément essentiel à déterminer; c'est la déclinai^ 
aonJ9 du Soleil à midi vrai, le i5 dibembre i8i3.La Connaissance 
desTems donne/? =a3* 17' 16" pour le méridien de l'Observatoire 
royal; mais cette valeur n'est pas assez exactement calculée pour 
k faire servir à la recherche de la vraie latitude du Dépôt de la 
Guerre :en efièt, par les Tables solaires de M. Delambre, noua 
avons eu (art. a44) 

d^linaison apparente J9 = a3'' 17^1 2^^,87. 
D'ailleurs^ JET s=s 48.5i*4o; 

et puisque la déclinaison est australe , on a^ en la prenant n^- 
tivement, 

^ — JO = 7a*8'53". 

Maintenant on calculera la réduction totale au méridien ainsi 
qu'il suit : 
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l.«06 D as 9,g63o9 
l.cos H sa 9,«i8i5 
l.<i H- »/) = 9,999«5 ulog F =: 9,6o5o4 

«.an (^ -. i>) =a= o^3i45 I.cot (H — D) s= o,45ao5 



■W^Wiita 



log.i^= 9y8oa5a log/* = 0,06707 

log/zjc 5= 3,5 11 3a — log nj = 0,4698a -i- 

c.log n = 8,69897 c.log n = 8,6989 7 

log i^ terme ^^ a^oiiiSi •*« Log a« t^:iiie ss 9,39686 -4^« 

Ainsi, 

1" terme = — 1' 4^00 
a« terme = + 0,17 

Réductioa au méridien = ^ i'4a''85. 
En définitif, on a 

^stance zénitale apparente i" = 7a* 7' 56^84 

rédaction au méridien s=s — 1 .43,83 

correction en déclinaison = <— o,44 

distance méridienne apparente := 73. 6.53,67 

réfraction vraie = + 3. 9,60 
parallaxe de hantear ss -— 8, a3 

distance méridienne vraie géocentrique sss 7ii. 8 w 64,94 
déclin, apparr. du O lors du passage 27 = — 23.17. 10,87 

latitude cherchée = 48'5i' 43,07. 

Il faudrait plusieurs centaines d'observations de ce genre pour 
être bien sûr d'une latitude ; mais comme II peut exister une petite 
incertitude sur l'obliquité de l'écliptique , il est préférable de se rendre 
indépendant de cet élément, en observant les deux passages de la 
Polaire ou de jS de la petite Ourse (art 3i4). Quand les écarts au- 
tour de la moyenne de toutes les observations sont très petits , 
comme d'une seconde, il est probable alors que la latitude a été dé* 
terminée à ce degré de précision. 

application de la méthode précédente à la détermination de 

robtiquité de Féciiptique. 

319. Les distances méridiennes du Soleil, prises aux environs des 
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solstices et pendant plusieurs jours de suite, font connaître Tobliquite- 
de Fécliptique avec une très grande précision ; car ces distances 
différant très peu de la déclinaison solsticiale qui mesure cette obli- 
quité y il est possib^ d'évaluer rigoureusement la correction qui leur 
est relative : c'est en cela que consiste la réduction au solstice. 

Pour donner une idée de cette méthode , à laquelle nous ne nous 
arrêtons que par occasion , supposons qu'on ait fait une série d'ob- 
servations méridiennes du Soleil, huit jours avant et huit jours après 
le solstice, dans im lieu dont la latitude est bien connue, et qu'on 
veuille en déduire la déclinaison solsticiale. 

Soit D la déclinaison du Soleil donnée par Pune des séries d'obser- 
vations dont il s'agit, et par le procédé expliqué à l'art. 3i8; o) l'obli- 
quité apparente du Soleil déterminée par les tables (art. 5i44). Dana 
cette hypothèse, l'excès de e» sur Z> est très petit, et 90** — , ou 
O — go', selon que l'observation précède ou suit le solstice d'été, 
sera aussi une quantité très petite. Mais en général 

sin Z> = sin û# sin O ; 

par conséquent, pour le cas particulier que Ton considère, Ton a, e» 
Élisant e» — /> = jc, et 90 — © = i^, 

sin (û# — « ;c) = sin âi cosu. 

Reste à obtenir x en série qui procède suivant les puissances de u^ 
Or, on a d'abord 

sin (û# — 5:) — sin « = — asin cû siu* i u; 
si donc Ton fait — asin û».sin* x u = 9, on aura, par l'art. 102. ^ 

dx 1 



dq "^ cos (# — x)* 

£p.r ^^_^ tang(# — x) - 

dq^ "^ coa* (•— x)' 

cPx ^^^ 1 + aaîn (• — x) cos (• — x) tang (• — x) ^ 

3^ -~ "" C05^(* — x) ^ 

puis faisant x = o, dans ces coefficiens différentiels, il viendra 

/dx\ ^^^ 1 /cPx\ ^^^ tang « 

\dq/ "" 008 «' V^T^/ "~ 
/cPx\ i 4-fl8in # cos mtSLugâf ^ 



cos* •' 



COà"* 
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de la^ en parties du rayon, 

X = atang û# sîn* ^ w — atang' ûû sïn^ 7 U ' 

+ l(S^ + 3t»«8'^)8i»'Ti^ — ... 

= atang cù sin* 71^*-* atang' cû sin^ 7 u 
+ I (tang* û# 4- Stang^ ai) sin' i m — . • . 

Si Ton mettait pour sin ^ a sa valeur en série, et qu^on réduisît, 
on tomberait sur la valeur de x donnée par M. Delambrej mais il 
est un moyen très direct et très élémentaire d'y parvenir , c'est de 

procéder Conmie à l'art. gg.D'abord à causedecosii=: 1 -^ — -f- . . . , 
on a 

ainsi l'on peut supposer en général 

Or, pour déterminer les coefiiciens ^yBy C,. • • il ne s^agit que 
de prendre le sinus de chaque membre de cette série hypothétique, 
puis d*fgaler terme à terme le développement du second membre 
avec celui de la première série. Effî^ctuant cette opération, il vient 

sin (û# — X) = sin û> cos {^u* + Bu^ + Cu^. • .) 

+ cos â» sin (^u^ + Bu* -f- Cu^. . .)} 

et comme cos m=i — —+•••> sin7w = 77i— ^ +..., ona 
•in(« — x)=sin«i+-^cos« 1 u*-*— sinoi u* — ABsinoà 

— -g- cos et 

Maintenant, Ëdsant la comparaison indiquée, on trouve 

-^==— ïtang«, 
5 = ï^ tang «4-5 tang» «, 
C= — 7I0 tang et — ^tang» « — i^ tang» «j 

et enfin, en parties du rayon, 
«-.x = «-.itang«.u' + (^ + ^-)«* 

• / tango teng»* , \m^m\ , 
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Si Ton voulait que u , qui est là distance au solstice sur l'^cliptique^ 
fût exprimée en unités de dixaines de minutes, ce qui serait plus 
commode pour construire une table y il faudrait dire 



6ô • - boo 



Ainsi, u" = 600 u serait alors la quantité a mettre dans la série 
précédente à la place de u exprimée eu secondes. Il est entendu alors 
que pour rétablir l'homogénéité et avoir x en secondes de degré, U 
faut en général, au lieu dé ï^", écrire u" (sin i")"~". 

Le9 observations de chaque jour £oat connaître la valeur de x avec 
une très grande précision , c'est-à-dire ce qu'il faut ajouter à la déoUr 
naison apparente observée pour avoir la déclinaison solsliciale; on 
corrige ensuite ce résultat de l'effet de la latitude du Soleil (art. 244), 
et l'on obtient l'obliquité apparente de l'écUplique ; enfin , on dégage 
cette obliquité de la mutation luni-solaire, et l'on a l'obliquité moyenne 
pour l'époque de l'observation. La moyenne de tous les résultats 
partiels exprime l'obliquité moyenne correspondante à l'époque 
moyenne de la durée des observations. ^' 

On ne sait pas précisément à quoi tient la petite différence que 
Ton trouve entre les résultats des observations solsticiales d'hiver 
et celles d'é.tp; mais Pgn est porté à accorder plus de confiance à ces 
dernières, p^irçe que le Soleil 31s trouve alora à une hauteur où l'on 
a bien moins à craindre l'influence de l'erreur des tables deréfi-action. 

Détermination de la latitude géographique, par les digressions 

de la Polaire. 

3ao. lia méthode la plus sûre pour déterminer la latitude d'un lieu, 
est sans contredit celle qui est fondée sur l'observation des deux 
pa3sages d'une même ^ilc circompolaire au méridien de ce lieu ; 
cependant pet élément géographique se détermine encore avec beau- 
coup d'exactitude par l'observation de l'étoile polaire, à l'époque 
de sa plus grande digression orientale ou occidentale, c'e t-à-dire 
au moment ^q aon plus grand éloignemcnt du méridien, sur-tout 
lorsque la déclinaison de cette étoile est bien connue. 

A l'instant de la plus grande digression , l'arc vertical Z^ (flg. 1 9) 
mené par l'étoile est perpendiculaire à la distance polaire ^P=: A. 
Supposons qu'on ait recueilli, comme pour le passage au méridien, 



tme série d'observations de distances zénitales, qaelqn'éèf mstans' 
avant et après la digression'; et qtie ZÉ i<Al uitedVcës distances. 
Désignons les angles horaires ZPA^ ZPB respectivement par P,' 
P'\ leur différence P — Z^' =5 fl sera fort petite, et la distance zé- 
nitale ^5 ssrA"' différera' trts peu dtZ^=N] en sorte que Ton 
aura en général 

N'^N'-à^, P' = P'^6; 

et, conikne à T-art 5o8, 

^-^ "•SF^^dpîfl ^a^a.S^^'- 
Si de plus C désigne la colatitude ZP du lieu ddnt Z cMT ler-aiéhiCV 
^ A la distance polaire de l'étoile, on aura- 
côs .2V^= oos Acos C-^sîn AsInCcosPj 
delà 

dN ^^ sin A sÎD C sjn P 
dp ImlV • 

Mais puisque le triangle sphériqbe Zl^P est rectangle en u^, il en 
résulte ces i^atien» 

(m3 dotPssrcort-^sinA, sin J^=sin Csîni*' 
Par conséquent 

Pasisânt^atix cbcffiBciens dififerèntiels des ordres suivans, on trouve 
tfabord 

dN 
, -^-- sinAflinCcosPsîniV— ab Aaia CamPcôsiV.-?^. 

= T-rfçr — 8in* A cot N 

= sin* A cot iV" — sin* A cot iV = o j 
ensuite on obtient, à cause des relations (m), 

^ = — sin A — sin» A cot P cot N+ j^. 
=r ~-sîtf A — sfti^ A cot* ir + '^' ^ 



= — sin A 4- 






sin A + sin' A ; 
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Donc enfin 

AiV = 9 sin A — ^ 9^ sin A H- f fl'sin^ A; 

et en secondes, 

AiV" = 8" sin A — i S"» sin A cos* A sin» i". 

Dans cette formule, les angles exprimés en secondes de degré, 
se déduisent des observations mêmes. En effet, après avoir déter- 
miné d'abord l'angle horaire P par la formule cos P = ^|^ j ^^^^ 

laquelle A est la distance polaire apparente (art. a8i) , et Cla cola- 
titude que l'on suppose déjà coxmue assez bien; ensuite l'ascension 
droite apparente JR. de l'étoile, qui exprime l'heure sidérale du pas- 
sage de rétoile au méridien; on aura, en désignant d'ailleurs par M 
l'ascension droite du milieu du ciel, ou le tems sidéral de l'obsenra- 
tion, lorsque l'étoile était en i?, et pour le cas de la figure, c'est-à-dire 
après la digression orientale ^ 

fl = P — . A -4- itf • 

Chaque observation donnera une valeur de 9 et une valeur de AjY : 
on fera donc une somme des AiV, comme à l'art, ai 5, et l'on aura, 
dans l'hypothèse de la figure , 

-y = iV^' + r + AiVj 

N' représentant la distance zénitale moyenne entre toutes celles 
observées à l'époque de la digression , et r étant la réfraction à la 
hauteur du pôle. Il est important, pour compenser les erreurs, de 
faire à peu près le même nombre d'observations avant et après la 
digression. Il est inutile de faire remarquer qu'avant la digression 
l'angle G est négatif. 

La valeur de iV^ étant obtenue, on résoudra l'équation 

cos C = cos N cos A, 

pour connaître la colatitude C Mais on se procurera un résultat 
numérique plus exact, en déteiminant la différence y entre l'hypo- 
ténuse C et le côté JNTpar cette série, donnée par M. Delambre et 
facile à démontrer par le procédé de l'art. 3io, savoir ; 

y =3 asin' î A cot ^— asin* i A col^ N+. . . 
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Ccst par cette méthode d'observation que MM. Arago et Mathieu 
ont vérifié la latitude de l'Observatoire, avec le grand cercle astrono- 
mique répétiteur de M. La place : ils l'ont trouvée de 48'5o'i5'% 
comme MM. Delambre et Méchain l'avaient obtenue avec un cercle 
répétiteur de o",43 de diamètre , construit par Lenoir. 

Digression sur la recherche de la constante de la réfraction. 

53 1. Les observations de latitude par les étoiles circompolaires , 
sont très propres, par leur combinaison, à faire connaître la constante 
^e la réfraction. En effet, si r et / sont les réfractions aux distances 
zénitales apparentes z et t! de la Polaire, réduites au méridieo^ on 
aura en général, d'après l'art. 248, 






et si z est la distance méridienne lors du passage supérieur, que A 
et A' seient les distances polaires apparentes aux époques des deux 
passages; on aura, en désignant toujours par //la hauteur du pôle ^ 

au passage supérieur z+r+A=9o — H^ 
au passage inférieur z' + / — A' = 90 — H\ 

et de là, 

3(90— //)=« + z' H- A~A'+(jifH-itfo *+(^'+^'')*•• 

Dans cette relation , les seules inconnues sont jfif et a ; car 
d'une part A — - A'est la difierence des distances polaires, qui est 
toujours connue avec asses d'exactitude , et qui est nulle lorsque 
l'intervalle des deux passages n'est que de ia*j d'autre part, les 
coefficiens MM\ NN' désignent des nombres connus, puisqu'ils 
dépendent de la distance zénitale, de la hauteur barométrique et de 
la température , trois quantités observées. 

Deux autres étoiles circompolaires, telles que jS et Ç" de la petite 
Ourse, donneraient deux autres relations pareilles à la précédente; 
ainsi on aurait en tout, trois équations entre deux inconnues. Mais 
comme alors leur combinaison peut se faire de plusieurs manières, 
on choisit les équations qui sont susceptibles de procurer des valeurs 
de 0c et de jH^, dépendantes le moins possible des erreurs commises 
a. 19 
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dafls te éalcùl de* coefÔcietis 3f3i\ ifN\ Tel est, éll peu de inôts, te 
piftteédé par lecjùcl M. Bîot est arrîrd à la valeur de là constante et, 
emplôjree à l*ârf . ^14^. Cette valeur étant trouvée, on aura ensuite r 
dfjk Faide des felatiOhs (i). 

Il est un autre ttio^en dé détcf rtaîner â jpw'of/ la réfraction, pour 
une hauteur quelconque) le voici : 

Vers l'époque du solstice d'été, on observe la distance méridienne 
du Soleil. Cette distance, comptée depuis le zéuit jusqu'au centre de 
cet astre, sera très peu influencée par la réfraction, à causede sa grande 
hauteur au-dessus de Tborizon ; ainsi, en la diminuant de la parallaxe 
de hauteur (art. a56), on aura sa distance vraie géocen trique. Si 
donc l'on connaît la latitude du lieu par les paadages supérieur et 
inférieur delà Polaire; la colatitude augmentée de la distance mé- 
ridienne du Soleil sera sa distance polaire , qu'on pourra regarder 
comme constante pendant l'intervalle du soir au matin. 

Supposons maintenant qu'on ait observé la distabce xénitale du 
Soleil, lorsque cet astre est près de l'horizon; cette observation fera 
connaître l'angle horaire (art. 5oi); et alors^ dans le triangle aphé-^ 
rique dont les sommets sont au pôle , au zénit et au Soleil, on con- 
nsdtra deux côtés et l'angle compris ; la distance zénitale vraie sera 
donc le troisième côté de ce triangle : enfin la di^fence de cette 
distance à celle observée et diminuée de la parallaxe de hauteur^ 
sera la réfraction cherchée. 
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CHAPITRE V. 

Discussion des erreurs commises sur la mesure des distwices 
au zénit, eu égard à la petite inclinaison du cercle et au 
défaut de parallélisme de Vçwe optique. 

3aa. v^uELQUE précaution que fon prenne pour bien disposer 
verticalement le limbe du cercle, on ne peut éviter jpjoe petite dévia- 
tion qui cause quelquefois deux à trois minutes sexagésimales d'er- 
reur, dans la verticalité de cet instrument , lorsqu'po observe les 
distances des astres au zénit. 

Soit OH (fig. ao) l'intersection de lliorizon avec le plan votJîcsI 
UZO ; 3oit en outre liEO la position dvi plan du Umbç de l'instru- 
ment. Les points Z^ Z' étant également éloignés des extrémités de 
ITiorizontale OH^ l'arc ZZ' mesurera l'angle O, ourinclinaison du 
pl^n du limbe sur le plan vertical \ alors si J5 est le Ji^u apparçRt 
d'une étoile, sa véritable distance au zépit Z sejra représentée p$(r 
l'arc ZEy et non par la distaj^ice EZ^ observée sur l'inab^Aim^. 
Connaissant donc l'arc ZZ' = i, et Z'£ = Z , on aura rhjrpptjç» 
nuse du (riai^le sphérique rççbmgle ZZ'E par l'équation 

mais ZE jae surpassant Z'E que d'une quantité fort petite ;f.j sçit 
iZE = ^ + X, et Ton aura 

(A) cos (Z + x) = oos ^ cos / = €os z — acos Z sin» \ I. 

Celte équation étant de la forme de celle (1), traitée à l'art. 5io, on 
a de suite 



a ^ 

• — ""• \r.- .M !"• • 



Autrement .déTiClçftpant le premier imeffj^Mre ^e l'é^iwitipîiXAi, m 
a d'abord 

C06 Z oes X — sin 2^ sin.x = cos Zcos I\ 
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ensuite 

sîn Z sin 5C s= cos Z (cos x — cos /) = acos Z (sin* y / — sin'ix)- 
Puis divisant les deux membres par sin Zy il vient 

sin X =3 acot Z sin* \ /— îcot Z sin* \ x. 

lifais X étant fort petit, on a sensiblement 

sin X == acot Z sin* \ /, et sin* \x^=\ sin* xj 

partant^ 

sin X = acot Z sin* i / — acot* Z sin* ^ h 

Le premier terme du second membre est toujours suffisant, même 
en supposant I d'un degré ; et il est remarquable que plus la quan- 
tité Z augmente, plus Terreur x diminue, Tinclinaison Jde l'instru- 
ment restant toutefois la même. On peut s'assurer, par exemple, 
que la correction correspondante à S' d'inclinaison du cercle serait 
de 0^,39 pour Tétoile polaire observée à Sy* du zénit, et de V à 4* 
environ pour Ç de la grande Ourse et de la Chèvre. Il vaut donc 
mieux, dans les observations de latitude, et pour la zone que nous 
habitons, faire usage des étoiles cîrcompolaîres ; d'ailleurs, outre 
que ces observations seront beaucoup plus faciles , l'erreur de la 
réfraction sera moindre que celle qui résulterait de Finclinaison du 
'cercle. 

Si l'on désigne par Z^ Z' les distances observées et corrigées de 
la réfraction, et par z, 7! les distances vraies d'une étoile circom- 
polaire au zénit, lors des passages supérieur et inférieur; x etx' 
étant les corrections dues à l'inclinaison du cercle , il est évident que 
l'on aura 

z = Z + X, 

z' = Z' 4- «î'î 
donc la distance du pôle au zénit, ou 

a a *** a ' 

mais dans le passage inférieur, x' est insensible j donc 

latitude ;=90« — 5l±^ = 9o« -i (Z'-f-Z) — fî 
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donc enfin la latitude n'est afieclée que de la moitié de Terreur pro- 
duite par l'inclinaison; ce qui permet de regarder cette erreur comme 
nulle , sur-tout si Ton observe l'étoile polaire. 

3a 1. Cherchons maintenant Terreur comniise par le défaut de 
parallélisme de Taxe optique. Pour cet effet , soit Z Tangle de la 
verticale avec cet axe ou le rayon visuel mené à un objet quel- 
conque. Cet angle sera la distance zénitale telle qu'elle devrait être 
lue sur le limbe; mais on lit au contraire Z^'i qui peut être considéré 
comme la projection orthogonale du premier, sur le plan du limbe. 
Si donc 6 est l'inclinaison du rayon visuel sur ce plan, on aura^ 
cpoune ci- dessus, par la propriété du triangle sphérique rectangle^ 

cos Z = cos G cos Zx. 

Soit ^ = ^, 4- X,; alors 

cos (Z, -f- X,) = cos 9 cos Z, î 
d'où Ton tire 

sin ap. = 2C0t Z, sin* ^ G — acot^ Z sin* \ 6. 

Cette correction x, est ordinairement plus petite que la précédente x, 
due à l'inclinaison du limbe, parce quç Ton peut rendre 6 inférieur 
à J, en réglant avec soin Taxe optique, comme on Ta enseigné à 
Tart. ii5. 
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CHAPITRE VI. 

• • • 

. Z>es observationô ajumutales et des calcula qui y $ont relatifs. 

If' 

■ ■ 

3a4. Ijes triangles qui, par leur enchaînement, déterminent les 
positions respectives des objets terrestres, seraient orientés si Ton 
connaissait f ihdînaison de l'un quelconque de leurs côtés sur la 
méridienne du lieu principal de la carte , parce que de là dériveraient 
nécessairement les azimuts de tous les autres côtés. Lorsque Ton 
peut Élire placer au loin une mire dans le plan du méridien céleste^ 
la ligne menée de cette mire au lieu de l'observateur est en même 
tems le premier côté de ligne méridienne; donc , si Ton mesure l'angle 
entre le sommet de l'un des triangles du réseau et la niire dont il 
s'agit , on aura l'azimut cherché; mais cette méthode exigeant l'usage 
d'une bonne lunette méridienne , on est souvent obligé d'y suppléer 
ainsi qu'il suit. 

Azimuts déduits des cbserpations du Soleil. 

5a5. On choisit une station dont la latitude soit exaiCtemeat 
connue ; et lorsque le Soleil est prés de l'horizon, on prend, avec le 
cercle répétiteur, sa distance angulaire à un objet terrestre. On 
calcule ensuite l'azimut de cet astre, pour l'heure vraie de l'obser- 
vation , et cet azimut fait connaître celui de l'objet. En effet , soit ZP 
j(fig. ai) le premier côté de la méridienne terrestre, ou l'intersection 
du plan du ihéridien céleste avec l'horizon du lieu Z ; soient en 
outre ZS et ZG les intersections respectives des verticaux du Soleil S 
et de l'objet G : l'angle GZS étant mesuré, et l'azimut SZP du Soleil 
étant déduit de l'heure de l'observation , l'inclinaison du côté ZG sur 
le méridien Posera connue et représentée, dans le cas de la figure^ 
par l'angle GZP. 

L'observation du Soleil est plus commode que celle d'une étoile, 
parce que quand on prend un azimut pendant la nuit, il Êiut éta- 
blir un réverbère à l'objet terrestre , et éclairer les fils des réticules 
à l'aide de réflecteurs adaptés aux objectif. 
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Pour avoir un azimut indépendant des-errenrs (produites par celles 
de Tangle mesuré, de la déclinaidon de Tastre, de la latitude du lieu 
et du teins vrai donné par la pendule, il fàkit quil soit le résultat 
moyen entré d'autres azimuts pris pendant plusieurs jours, et con^ 
dus, autant qu'il est possible, de la comparaison du même objet 
terrestre avec le Soleil levant et le Soleil couchant. Avant de feire 
une observation de ce genpe , on doit vérifier scrupuleusement la 
marche de la pendule, pjàrce que le tems, ou l'angle horaire de 
l'astre , est tellement un des élémens essentiels du calcul , qu'une 
seconde d'erreur sur le tems vrai en produirait plusieurs sur l'azimut* 
Si la pendule est réglée sur le tems solaire moyen, on réduira en 
heure vraie ou apparente celle de l'observation donnée par cette 
pendule, ainsi qu'il a été expliqué à l'art. a43} si au contraire oa 
en ignore la marche , on l'évaluera en prenant des hauteurs corres** 
pondantes ou absolues du Soleil, le jour et le lendemain de l'obser- 
vation. 

Nous ne répéterons point ici ce que nous avons dit à l'art. ia6, 
relativement à la manière. d'obtenir l'angle entre Pobjet terrestre 
et le centre du Soleil , ainsi que le milieu entre tous les tems des 
observations faites avec le cercle répétiteur ; mais nous remarque- 
rons que le succès dans la recherche actuelle , comme dans toutes 
les observations astronomiques, dépend aussi de l'habileté des ob- 
servateurs» 

3a6. Maintenant soit S (fig. ai) le lieu vrai du Soleil, S' son lieu 
apparent; G le lieu vrai de l'objet terrestre, C son lieu apparent; 
Z le zénit de Tobservateur ^ P le pôle du inonde, et ZP le méridien 
céleste. 

L'arc de distance ou l'angle S^2(j sous lequel on voit l'image du 
Soleil et celle de f objet est connu, ainsi que la distance apparente 
ZG^ de cet objet au zénit. De plus, llnstant de l'observation conclu 
de la pendule donne l'angle horaire ZPS de l'astre, et par suite on 
obtient sa distance pplaire PSs=: {i. Enfin, on connaît PZ = C, 
complément de la latitude du lieu de l'observation. 

Il résulte de là que,/dans le triangle ZPS^ on connaît lés deux 
côtés A, Cet l'angle" P compris; on pourra donc déterminer l'azimut 
PZS du Soleil et sa distance vraie au zénit Pour éviter à cet égard 
toute ambiguïté de signes, on pourra recourir à ta solution suivante.. 
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Soit A l'dzimut du centre du Soleil, compté du nord à l'est; S Tangle 
à cet astre formé par son cercle de déclinaison SP ot par le vertical 
ZS. On aura , par les formules de Méper , et en vertu de la notation 
ci-dessus, 

. (X) tangi(^ + ^ = cot^P^Î=g, 

Maintenant , si N désigne la distance zénitale vraie géocentrique 
de l'astre, on aura 

«y. sin P sin A ' 

sm i\r = — •— 7— ; 

mais pour n'avoir aucune incertitude sur l'espèce de l'angle JV, il 
vaudra mieux employer cette formule 

(3) siD f J(r = COS i P ;iig^; 

l'une de celles (cT) démontrées à l'art. 64. 

Si, comme à l'ordinaire , r = la réfraction , et <Z9* z= la parallaxe de 
hauteur de l'astre pour le moment de l'observation; la distance ap- 
parente du Soleil au zénit , rapportée à la surface de la Terre et au 
centre de la station, sera (art. a 56), 

ZS' ^ ou 71 = iV— r 4- ^; 

alors dans le triangle sphérique G'iS'Z, qui appartient à une sphère 
dont le centre est au lieu de l'observateur , on connaîtra Zy =s di- 
stance apparente du Soleil au zénit, S' G = distance observée entre 
cet astre et l'objet terrestre, et ZG = distance apparente de cet 
objet au zénit. Si donc on fait ZS^ a= /i, S^G = O, ZG = z, on 
réduira à l'horizon l'angle observé O, par la méthode de l'art, lag, 
c'est-à-dire qu'en faisant 

27 n-t-z + O , n + g + O 

i{ = j; Z, it — 71, 

on aura . 

8ia i GZS, ou 8in i C = ./»|i^^ (4). 

■ ' * y sin S 8in I» ^ ' 

Lorsque l'observation azimutale a été faite à quelque distance 
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du centre de la station , l'angle O' a lui-même besoin d'une correc- 
tion pour être réduit à ce centre. Si, par exemple ( fig. 2a) y Tinstru- 
ment était en Z, et que l'on dût réduire l'angle SZM au poiut Fy on 
y parviendrait par la formule donnée à l'art. 1 55 ; et il est remarquable 
que la correction se réduit à un seul terme par la raison déjà elposée 
au même article j ainsi, la quantité à ajouter à l'angle CX pourleréduire 
àO"est 



T Dêin i^ ' Gaini*' 



selon que l'astre est à gauche ou à droite de l'objet terrestre. 
Passons maintenant aux applications. 

Élémens du calcul d'une observation azimutale. 

537. Le 22 mars i8o3 au matin, à 2",4 an fanal de Pprto- 
Ferraio, dont la latitude boréale est de 42*49' 6", nous avons observé 
l'angle entre le Soleil levant et le signal de Monte-Capane , situé vers 
Fouest (fig. 22 )j et par un milieu pris entre six observations^ cet 
angle s'est trouvé de i5i*37'22",8,enmémetems que le milieu entre 
les instans donnés par la pendule était de i8^36'42'',5, comptées as- 
tronomiquement, c'est-à-dire d'un midi à l'autre. . 

Le baromètre, placé prés de l'instrument et à l'ombre, marquait 
27'* 7*^,5 = o",745, et le thermomètre de Réaumur io*| = 10^,9^. 

De plus,la distance de MoAte-Capane auzénit du ranat=86*i 5'i i",88. 

L'angle de direction, ou la distance angulaire de Monte-Capane au 
centre du Ëinal == 236*4o'22'',8. 

Enfin, le logarithme de la distance itinéraire de ces deux points 
= 4,i6o6848. 

Les hauteurs correspondantes du Soleil, prises le 21 mars et le 
lendemain, ont fait connaître que la pendule retardait en 24 heures, 
temsvrai, deo'36",x. En effet,' le 21 , elle était en retard sur le midi 
apparent, de o*6'8",3; et le 22 mars elle retardait de e'44",4 (art. 296). 

Il suit de là , que pour réduire en tems vrai l'heure de l'observa- 
tion, il faut, !•. ajouter 6' 8",3 à i8*3o'42",5,etla somine i8*36'5o",8 
sera le tems écoulé sur la pendule, depuis le 21 mars à midi jus- 
qu'au moment de l'observation ; 

2"*. Trouver de combien la pendule retardait sur le tends vrai, 
à i8*36'5o",8, et cela au moyen de la proj^ortion 

23*59'23",9 : 36",i :: i8*36'5o",8 :x = 27^98; 

2« 20 
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5\ Enfin, ajoutar sT^'^gS, retard de la pendule, à iS^X'Sd'^y et 
Von «ura 18^37' i8'',78 pour ie tems Trai cberché. 

£n géiià*al, ai f^ et if dénotent respectivement les avances ou les 
retards de la pendule en â4 heures , et sur le midi qui précède l'ob- 
«enration azinmtale, ou un phénomène astronomique quelconque^ 
et que T sent l'heure à laqudle ce phénomène a été remarqué , on 
aura 

et par conséquent ITieure vraie de Fobservatîon sera 



(T^J)^t^^., 



le signe supérieur étant relatif à l'avance , et le signe inférieur Tétant 
au retard de la peudule. 

Cette règle suppose que le Soleil a une marche uniforme dans 
l'intervalle de 24*; si l'on voulait mettre toute la précision possible 
à cet égardy ce serait le cas de procéder comme il a été expliqué à 
Fart. 398. 

D'un autre côté, la déclinaison australe du Soleil, le ai mars à 

midi, à Porto-Ferraio 5= 1^ o* 1' 5^% 

et le changement en déclinaison , pour le tems 
vrai de l'observation , calculé à raison de a3'4i'' 
par a4 heures = + 0.18.22,6 

donc la déclinaison boréale du Soleil, kors de 

l'observation = o* 16' 23"o. 

Fartant, la distance du Soleil au pôle, ou 4e complément de la 
déclinaison....... = .SQ'^'^f = A 

X'angie horaire, ou le complément a 
94 heures de l'heure vraie de l'observa- 
tion = 5*aa'4i",3a = 8o.4o-i8,i5 = P 

Complément de la latitude du Êmal. .. . =: 47.10.54 = C 

Distance eotre le centre du Setleil et le 
signal de Monte Capane. = 161 .37.22,8 = O 

Distance >d€^Monte4Iïapane au sénit. .. ;= ^6.i5. 11,88 = z. 

Il vaudrait encore mieux calculer la déclinaison du Soleil pour 
le moment de l'observation, à l'aide des Tables du Soleil (art. 244). 
Dans ce cas^ l'on calculerait la déclinaison à midi, pour plusieurs 
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jours de suite , et Ton obtiendrait la déclinaison coirrespondanite à 
une heure quelconque, par la melhode d'interpolation de l'art. a4i^ 
Toutes ces données étant recueillies, on procédera de la manière 
jsuiyante aux calculs des azimuts du Sokii eit de l'objet terrestre. 

TYPB DU CALCUÏi. 

Détermination de Fazimut et de la distance zénitale apparente 

du Soleil. 

528. On aura l'azimut^ du centre du Soleil , compté du nord à 
l'est , par ces deux formules : 

(X) tang H-^ + ^5) = cot i P ^2L|^j 

(a) tang { {A - 5) == cot f P W^' 
Mais , par ce qui précède , 

colatitude C = 47' 10' 54" 47* 10' 64" ^ 

dbtance polaire A = 89.43.37 '. .'. . 89. 43.37 

A + C i36.54.3i A — C = 4a. 3a. 43 

i(A-|-Ç)= 68.87.15,5 i(Ar-€) = ai.i6.ai,5. 

Calculant maintenant les deux formules ci-dessus , on aura . 

Formule (1). . Formule (a). 

l.COtï i* s= 0,0710316 l.COt \P -iss. 0,6710315 

1 . cos f (A — e) = 9,9695538 1 . sin i ( A — . C) = 9,6696748 
c . 1 . cos ï (^ + C) = o,435o463 c. l.sin ^ (A H- C) = o,o3i4687 

l.tang i {A^S) = 0,4764306 l.tang \ {A-^S) = 9,66âz$^ 

I 

de là H-^ + ^) = 1^\ ^9' 5i"5Ô 

\ \A . — iS) = a4 . 4o ; ap,Oi 

somme ou azimut du O , ^ = 96.xo.ii,5i . 

La distance zénitale apparente du cratre du Solei. se trouyera 
ainsi qu'il suit. 
Soit N la distance zénitale rraie géocentrique du centre de o«C 
** astre; on aura i : : 

(5) »iniiV=icosiP'J^||^. 



) 
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Opérant par les logarithmes , il vient 

l.cc^ r ^ = 9,88aio5a 

l.sin J (A — C) = 9,6696748 

c.l.sin { (-af— S) =s= 0,5794199 

l.sin j JV = 9,8a 11997 

de là i -ftT = 4i* a9''52''7a 

J\r = 83.69. ^^^^ 

parallaxe ( table X ) = 4- 8,00 

réfraction (tab. VIII) = —7.5,55 

dist. appar. du au zénit n = 89 . 5a . 9^ 89 • 

Réduction à V horizon, de V angle observé entre le Soleil et 

Vobjet terrestre. 

L'arc de distance O ayant été observé dans un plan incliné à 
l'horizon, il faut le réduire à ce dernier plan, afin de pouvoir le 
comparer à l'azimut A du Soleil. Or, les élémens de la formule (4) 
sont, d'après ce qui précède, 

z = 86m5'ii''88 

72;= 8a. 5a. 9,89 

O = i5i.37.aa,8o 

2 + /H-O = 330.44.44,67 

.î(z + 7iH-0)= i6o.aa.aa,a8 i6o*aa' aa^'aS 

z = — 86.16.11,88 71 = — 8a. 5a. 9,86 



K = 74* i io"4o il' = 77.30. 1 a, 4a j 

et Ton a 

comp. log sin z = 0,0009393 

comp. log sin n = 0,0033719 

log. sin R = 9,983ioo4 

log sin iT = 9,9896875 

log sin' i O' = 19,9769888 
log sin JO' = 9,9884944 =5 76*5a'io",ao4j 
donc G' = i65*44'ao",4i. 

Ainsi la distance angulaire de l'objet terrestre au centre du Soleil, 
comptée sur l'horizon, est de i53*44'ao",4i :pour la réduire au 
centre de la station ou du Ëmal de Porto-Ferraia, voici le calcul 
^'il faut efièctuer. 
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Calcul de la réduction de Vangle observé j au centre, de la 

station. 

Le Soleil étant à gauche de Tobjet terrestre (fig. aa ), on aura y 
comme Ton sait, pour la réduction cherchée, 

or, ici r = a-,5 (7 +y c= a36*4o'aa",8; donc 

log r = 0,3979400 
c.log sin 1" ?= 5,3i4425i 

I.5in(Cy4-jK) = — 9)9219717 
c.log 2? = 5,83931 5a 

— 1,4736630 5= — a9",76. 
Partant et à cause de ^ 

O' = i55*44'ao"4t 
^ = 96.10.11,89 

Tazimut approché du signal de Monte-Capane • . • = a49 . 54 . 3a, a3 
D'un autre côté, la réduction au centre étallt . . . = — 29» 76 

Pazimut exact de MonteCapane, compté du nord 

à l'est , = 349.54. fl,47 

180 

et compté du sud à l'ouest /• Z ss 69* 54' a"47 . 

Si l'on comptait le même azimut du nord à Touest, sa valeur 
serait iio*5'57'',55* 

3ag. Toutes les circonstances du calcul seraient les méfies, sf , 
au lieu du Soleil, on observait une étoile j et l'on conçoit que si la 
pendule était exactement réglée sur les fixes, la différence entre 
fe tems de Pobservation azimutale et celui du passage de l'étoile au 
méridien, comptés sur la pendule, serait l'angle horaire P. Mais 
pour observer ce passage , il faut être pourvu d'une lunette méri-» 
dienne; sinon, l'on trouvera l'heure à laquelle l'astre est le plus 
élevé sur l'horizon, par ta méthode des hauteurs correspondantes 
(art. a99): on connaîtra donc encore, par ce moyen, l'angle ho- 
raire A Ensuite, après avoir rassemblé les autres élémens du calcul j 
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dont la déclinaison de l'étoile afiPectée de la précessioo^ de la nu- 
tation et de Paberration ùit partie , on procédera absolument 
comme ci-dessus. 

Mais lorsque la pendule marque chaque jour TasceUBion droite 
des étoiles au moment de la culmination (art. 5o5) y on a sur-le- 
champ Tangle horaire de l'étoile que l'on compare à l'objet terrestre, 
en prenant la différence entre l'heure même de l'observation, donnée 
par la pendule, et l'ascension droite de l'étoile, convertie en tems 
à raison de 1 5** par heure. 

Enfin, si la pendule n'est point réglée, on opérera ainsi qu'il a été 
dit à l'art. 3o5, et l'on calculera le tems sidéral pour le moment de 
l'observation. La comparaison de ce tems avec l'ascension droite de 
l'étoile, donnera de même Pangle horaire, que l'on réduira ensuite 
en degrés, à raison d'une heure pour i5*. On pourrait employer 
aussi, à cet effet, le tems uai de l'observation, et celui du passage 
de rétoile au méridien. 

LoTsqu'en faisant usage du cercle répétiteur ordinaire , on prolonge 
la durée d'une (Nervation azimutale, il est essentiel de lire les di& 
férens multiples de l'arc de distance, de manière à pouvoir grouper 
les observations partiellts de 4 en 4 ou de 6 en 6 au plus. Alors on 
calcule séparément chaque groupe par le procédé précédent, et la 
moyenne des résultats partiels, donne l'azimut cherché. La raison 
à donner à cet égard est là ûïètût que celle sur laquelle est fondée la 
remarque de l'art. 507. 

Enfin, si^ pour ne pas se tromper, l'on obserrait toujours lè 
même bord du Soleil, on augmenterait ou l'on diminuerait l'arc de 
distance du demi-diamèlre de cet astre; car l'angle entre le centre 
du Soleil et l'objet terrestre est celui que l'on considère dans le calcul 
d-deaèuS* 

Des azimuts donnés par la Polaire. 

53o. Quelle que sôît l'habileté des observateurs , il existe presque 
toujours entre les azimuts du Soleil, pris au cercle répétiteur et aux 
deux époques les plus favorables de la journée , des discordancen 
qui produisent sur les résultats définitifs des incertitudes de plusieurs' 
secondes. Aussi les géomètres ont-ils conseillé d'observer en pareil 
cas la Polaire; parce que d'une part, elle est, relativement k notro 
zone , à une hauteur qui ne fait pas craindre des réfractions extraor* 
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dinaire^; que d'autre part, son mouvement en azimut est peu sen- 
ëible quand elle approche le plus possible du cercle de 6 heures , 
ce qui exige alors que le signal auquel on la rapporte soit éloigné de 
go* degrés jdu méridien, ou à peu de chose prés; enfin, parce que le 
tems n'a plus sur la détermination de l'azimut la même influence 
que dans les observations du Soleil. La méthode que M. Legendre 
a exposée à ce sujet , dans les Mémoires de l'Académie des Sciences 
(année 1787), revient à peu près à ce qui suit. 

Après avoir placé un réverbère au signal dont on veut con- 
naître l'azimut , on mesurera , avec le cercle répétiteur, l'arc de 
distance entre l'objet terrestre et l'étoile, quelques instans avant et 
après l'époque de la plus petite ou de la plus grande longueur de cet 
arc, comme quand on prend des distances méridiennes. On notera 
l'heure , la minute, la seconde et fraction de seconde de chaque ob* 
servation , et l'époque mo jaDne en tems de la pendule répondra à 
l'arc moyen déterminé sur le limbe , si la série est de courte durée , 
comme d'une demi-heure au plus. Ensuite on prendra la distance 
zénitale apparente du réverbère; enfin on recueillera, comme à l'or- 
dinaire, tous les élémens relatife à la réduction au centre de la station, 
s'il j a lieu. 

Cette manière d'observer les azimuts a une grande analogie avec 
les observations de latitude ; aussi le calcul des réductions de di* 
stances est- il à peu près le même dans l'un et dans l'autre cas ; c'est 
ce que l'on va prouver. 

55 1. Supposons premièrement que la réfiraction soit nulle, que Z 
(fig. a5) soit le zénit de la station, R le réverbère, P le pôle, £JE" 
le parallèle de l'étoile ; représentons par A la distance polaire EP de 
cette étoile, par R la distance du réverbère au pôle, par RE la plus 
courte distance entre toutes celles RE', RE!\ etc. ; enfin, faisons 
RE'=:RE+u=R — A + z/. Le triangle RZP, dans lequel on 
connaîtra les deux côtés ZP = 90* — latitude , RZ = distance du 
réverbère au zénit , et à fort peu près le côté RP = arc de distance 
= RE + A , donnera approximativement l'angle horaire RPZ , ou 
l'heure à laquelle l'étoile E passera au méridien du signal R. On aura 
donc les angles horaires E'PE, comptés depuis l'époque de ce pas- 
sage, en soustrayant de l'heure de l'observaliqu , lorsque l'étoile était 
en jE", celle de ce même passage. 
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Cela posé , soit p cet angle horaire ; le triangle RE'P donnera 

cos HE" = cos PJS" cos PjR 4- sin P£" sîn /^iî cosp , 

ou cos (JR — A + u) == cos A C08 jR -f-sin A sin jR cosp. 

Développant le premier membre dans Phypothèse que u est fort 
petit, et ne conservant que les premières puissances, on aura, 
comme à l'art. 3io. 

sini 8m(n — A) * \ ain i sin (il — A)/ ^ ^ 

Telle est la quantité qu'il faut ôter de chacune des distances ob- 
servées RE\ pour les réduire à ce qu'elles deviennent au moment 
de la plus courte distance de l'étoile au réverbère; ou, ce qui revient 
au même , de la distance moyenne mesurée sur le limbe , on ôte la 
somme des u , et le reste est la plus cpurte distance cherchée RE. 
Cette plus courte distance étant trouvée, on l'augmentera de A; puis, 
pour déterminer l'azimut RZP du réverbère , Ton résoudra le 
triangle RPZj dans lequel les trois côtés sont connus. Si la plus 
courte distance iîE, trouvée par ce calcul, différait trop de celle qui a 
servi dans le calcul approximatif de l'angle horaire RPZ, on recom- 
mencerait toutes les opérations précédentes avec cette nouvelle 
distance, et cette seconde fois, la nouvelle valeur de l'angle bo^ 
raire serait exacte. 

Remarquons pourtant que l'azimut approché RZP et l'angle ho- 
raire RPZ se trouveraient encore, eii observant la distance Re au 
moment où l'étoile passe au méridien PZ , et en résolvant d'abord 
le triangle iî^Z , dont on connaîtrait les trois côtés jRZ, eZ = PZ 
— P^=: C— A ttRei ensuite le triangle RPZ qui serait donné 
par les deux côtés RZ , PZ et l'angle compris. 

53a. Dans tout ce qu'on vient de dire, on n'a point eu égard à la 
réfraction; cependant, il est évident qu'elle affecte la position du 
pôle et celle de l'étoile, et qu'en élevant tout le parallèle de cet 
astre, elle en altère la figure. Pour tenir compte de ce déplacement 
dans le calcul précédent, il ne s'agit que de rapporter toutes les di^- 
stances aux lieux apparens du pôle, de l'étoile et du réverbère, parce 
que l'arc de distance entre ces deux derniers objets est lui-même 
un arc apparent : or, il est remarquable que les points des plu$ 
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grandes digressions de l'étoile et le pôle sont élevés par (a réfrac- 
tion , de la même quantité ; et que comme on observe cette étoile 
à très peu de distance de ces mêmes points, Ton peut supposer la* 
réfraction constante pour tout l'arc apparent décrit pendant la courte 
durée des observations, et considérer même cet arc comme fiù* 
sant partie d'un cercle ayant pour centre le pôle apparent. 

D'après cela , soit P ( fig. a4 ) le pôle vrai , P' le pôle apparent ; 
E le lieu vrai dans le méridien du réverbère ou de iî, E son lieu 
apparent, r la réfraction dans la région du pôle. Soient en outre 

ZP=^C, ZP' =a=C—ry PE^à.^ 
ZE^Z, ZE'^iZ'-rt 

enfin l'azimut PZE de l'étoile = ^. Le triangle sphérique ZEP 
donne 

cos A = cos Ccos Z + sin Csin Z cos A. 

Différenciant, en Ëdsant tout varier excepté ^, on a 

— sin ùkdùk ss — sin Ccos Z dC—'Sm Z cos CdZ 

-f- cos C sin Z cos AdC 
•4- sin Ccos Z cos AdZ ; , 

mais dC:=:r et dZ =s r par hypothèse ; donc 
sin ArfA = r sin (C+ Z) — r cos ^ sin (C-f- Z) 

SUA sinA . 

m 

n est évident, à la seule inspection de la figure, que quand C 
diminue , A devient A' = P'Efj et qu'on a A' < A ; ainsi, r et dX 
sont de même signe, et l'on a A' = A — dA. Partant, 

A= A — :Hr-- sm* î A; 

formule donnée par M. Biot {Astron. phys., tome I, page 5a^), et 
dans laquelle il &udra prendre r positivement , pour avoir la valeur 
du rayon A' de Tare apparent décrit par l'étoile , pendant la durée des 
observations. 
Soit maintenante Tare moyen de distance entre les lieux appa-: 
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rens X et l'objet terrestre et £" de In polaire.; là plus courte distance 
apparente de R! au pôle apparent P" sera G' -f- ^^ = R'- Soit en 
outre y l'angle horaire de Tétoile» compté du méridien apparent du 
aignal; on aura, par ce qui précède , et en rapportant tous les calculs 
aux positions apparentes , ainsi qu'on l'a déjà dit, 

siu A • ' 

«m(/l — A )8iiil 

La première formule exige que l'on connaisse non-seulement la 
distance zéùitale vraie Z£ = Z, ou, pour mieux dire, la moyenne 
entre toutes celles qui ont lieu durant l'observation de la série, mais 
encore l'angle A qui représente l'azimut PZE du vertical dans lequel 
se trouve l'étoile. Pour cet effet, l'on résoudra le triangle ZPJEdans 
lequel on connaît les deux côtés Z-P, -PjE, ainsi que l'angle compris 
ZPEy c'est-à-dire l'angle horaire moyen. Mais dans notre climat, 
l'angle A étant fort petit, et variant très peu pendant la durée 
de la série, si, comme nous l'avons déjà dit, l'azimut du ré- 
verbère diffère peu de 90*5 la différence de A' à A sera très petite. 
La méthode d'observation actuelle aura donc toute la précision re- 
quise. 

Il résulte de ce qui précède, que la véritable distance apparente 
K est égale à l'arc moyen G', diminué de la somme des u et 
augmenté de A'. Telle est la distance qu'il faut définitivement em- 
ployer dans la résolution du triangle sphérique KP'Z^ pour avoir 
l'azimut jR'Z-P'. 

Si la pendule n'est pas exactement réglée sur le tems sidéral, 
comme nous l'avons supposé tacitement ci-dessus, on aura, ainsi 
qpll a été démontré à l'art. Siy , 

" "T sinCft' — û') ' •ini* 
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f étant le retard diurne de la pendule, exprimé en secondes. Il n'est 
pas besoin de &ire remarquer que la valeur de u s'obtiendra au 
moyen des tables de réduction au méridien (art. 3i 5) , et que l'angle 
horaire moyen employé dans le calcul de l'azimut A^ doit, pour 
plus de précision, être corrigé de la variation de la pendule. 
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555é Une question importante à traiter est celle do saroir dam 
^pielles circonstances il &ut observer,, pour parvenir aux résultats 
les plus exacts. Voici, en peu de mots, comment M. Delambr* 
est arrivé aux règles qu'il s'était tracées à cet égard. 

Soit ^ (fig. m ) l'azimut SZP de Tastre , ^' celui du ^gpal 6, 
et <y l'angle de deux verticaux ZSj ZG. 

Le triadgle sphérique PSZ donnera, en vertu de la notation de 
ïart. 3a8, ' 

sin P sin A ±=s sin JV^sin ^, 

et par la propriété du triangle GZS^ on aura , en désignant par G^ 
Tare de distance S' G' y 

cos G' ss cos zcosn-f-sînzsinncosCy. 

D'ailleurs^ à cause de ^' = ^ — O^, on a 

puis difierenciant les deux formules ci^essus , en fidsant tout varier , 
on trouvera en dernière analyse 

d^' = dP cotJP tang ^ + rfA cot A tang ^ 
— dlarcot N tang ^ — -: — . ^'° . ^ 

^ auïznnnnnOr 

-^ dz cot r cot (y — dn col ncot<y 
4- & cot n coséc cy H- rfn cot c coséc C. 

Il résulte de cette formule difierentielle, 

1*. Que le premier terme qui est le plus considérable, et qui est 
relatif à l'erreui^de la pendule, aura peu d'influence sur l'azimut, si 
l'on observe l'astre loin du premier vertical, c'est-à-dire du point 
où ^ =s Qo". Ainsi, relativement à la Polaire , ce terme est fort petit ; 

a*. Que comme JP =s go* au cercla de 6 heures, et que par consé- 
quent cot P s= o , il est nécessaire de mesurer l'arc de distance (7 
un peu avant et un peu après le passage de l'astre au cercle dont il 
a'agit; 

3*. Qu'il Ëiut placer le signal dans l'horizon autant que possiUe, et 
à très peu près à 90* du vertical de l'astre , afin que z et O' diflèrent 
peu du quadrant; 

41". Que , pour anéantir les wreurs du et dN commises sur la 
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déclinaison et sur la distance zénitale de Tasfre, il est nécessaire 
d'observer alternativement le matin et le soir; car tang ^ changeant 
de signe d'une observation à l'autre, ces erreurs se détruiront en 
grande partie ; 

5^ Que les termes en dz et dn dépendans du changement de 
réfraction pendant la durée d'une série, seront nuls si O' = 90*; 
• e*. Enfin, que l'erreur d& de l'arc de distance s'anéantira, en 
multipliant les observations. 

Lorsqu'un astre se*trouve dans le premier vertical, on a 

cos JP = cot jfiT cot A; 

ainsi en résolvant cette équation par rapport à l'angle horaire P, on 
connaîtra l'heure à laquelle ce phénomène arrivera, et l'on pourra 
par conséquent éviter d'observer en ce moment même, (f^oyez, 
pour plus de détails, \s^ Base dû Système métrique décimât j 
tome II, page i5â.) 

uizimuts observés au théodolite répétiteur. 

334. Les observations azimutales. sont beaucoup plus faciles 
lorsqu'on emploie un bon théodolite répétiteur, et leurs calculs se 
simplifient même, en ce que Tangle entre l'objet terrestre et l'astre 
est naturellement réduit à l'horizon. Si l'on observe le Soleil à son 
lever ou à son coucher , on peut mettre alternativement ses deux 
bords en contact avec le fil vertical de la lunette ^ afin d'éluder son 
demi- diamètre; mais il est nécessaire que ces deux observations se 
Ëissent dans le moins de tems possible, parce que le demi-diamètre 
asnmutal du Soleil change d'autant plus que cet astre est plus élevé 
au-dessus de l'horizon. En procédant de la sorte j»la moyenne des 
deux époques , en tems de la pendule , correspondra sensiblement 
à l'arc moyen , ou à l'angle entre l'objet terrestre et le centre du 
Soleil, lequel est égal à la demi-somme des deux angles observés. 
Ainsi, l'azimut de ce centre, qu'on obtiendra par la méthode de calcul 
expliquée ci-dessus (art 338), fera connaître celui de l'objet terrestre. 

Autrement, l'on calculera l'azimut du centre du Soleil, corres- 

?ondant au tems de l'observation de l'un des bords, et pour avoir 
azimut du bord observé. Ton ajoutera à celui du centre, ou l'on en 
retranchera l'azimut du diamètre horizontal apparent, selon la posi- 
tfon de ce centre à l'égard da bord observé; après quoi l'on aura 
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par addition ou soustraction, l'azimut du signal. Enfin ^ la moyenne 
des deux résultats provenant de Tobseryation de chaque bord don- 
nera Fazimul le plus probable de ce même signal. On en verra plus 
loin un exemple. 

M. de Zach , dans son ouvrage sur V^ttraction des montagnes, 
tome I, page i5i et suivantes, propose de déterminer les azimuts 
par une méthode qui a beaucoup d'analogie avec celles des hauteurs 
correspondantes, et qui est extrêmement simple. Elle consiste à ob- 
server, avec le théodolite répétiteur, Tangle entre un objet terrestre 
et une étoile, quelques inslans avant et après son passage au méri- 
dien; car s'il arrive que l'époque moyenne des observations soit 
précisément le tems du passage, l'angle moyen correspondant sera 
l'azimut cherché. Mais s'il existe une différence entre l'époque 
moyenne dont il s'agit et le tems du passage, on déterminera la 
cwrection d'azimut, en la supposant proportionnelle au tems. Pre- 
nons pour exemple les observations mêmes de M. de Zach, savoir : 



NOMBRE 


TEMS 


ANGLE MULTIPI£ 


def 


da 


entre Sirius 


r^pëtitionf. 


chronomètre. 


et nn objet terrestre. 


1 


6*4a' 10*0 


fla*»39' 55 '^ 


fi 


43.48.0 


44-5a.5o 


3 


44.58 


66 . 46 . ao 


4 


4S. 7>5 


88.ao.3o 


5 


47.29,5 


109.31.40 


6 


48.40,5 


i3o.a3.3o 


7 


49 ^S»© 


i5o.56.ao 


8 


5o.58,5 


171. 9.5o 


9 


5fl.56,o 


190.50.55 


lO 


54*ii|0 


filO.ll. 


11 


56.36,o 


aag. 7.3o 


la 


56. 53,0 


fi47.4a.ao 


i3 


57.58,0 


fi65. 59.30 


i4 


5g. 10,0 


fi83.56.a5 


Époq. moy . 6* 5o' 46*07 


ao»i6'53''a 


Passage de 


a83«56'a5* 


Sirius au 


~ 14 


méridien 6. 5o . 3i ,a5 




Différence + i^'Sa. 
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Il réaulte de là , que Tare moyen ao* 16' 53'',a ou Fazimut approdU^ 
correspond à Tépoque moyenne 6*5o'46",07; que depuis la première 
observation jusqu'à cette époque moyenne, il s'est écoulé 8'36",07f 
et que pendant cet intervalle, Tazimut de l'étoile a changé de 
aa^Sg'SS" — ao* i6'63",a = a'a5'i",8. Ain«i, la yariation eu azimut, 
pendant les i4'',8a , se trouvera en disant 

5i6",o7 ; 858i",8 :: i4^8a :x = a46",44- 

Or , le signal était à Poccident de Sirius ; on a donc 

• Azimut observé à Tépoque moyenne =: ao* 16' 55''ao 

Correction. ...... x = 4- 4. 6,44 

Azimut du signal compté du sud à Touest. . . • s=: ao''ao^59''64. 

Mais l'exactitude de cette méthode tient à deux dioses ; première-* 
ment, c'est que l'heure du passage est supposée exactement connue ^ 
en second lieu , c'est que le mouvement azimutal aux environ du 
méridien, est sensiblement uniforme. Cependant si, dans l'exemple 
précédent, il existait une incertitude d'une seconde sur le tems du 
passage, il est visible que l'azimut ne serait connu qu'à 16" près. 
Une pareille incertitude n'est pas probable , » l'on détermine l'heure 
du passage avec beaucoup de soin, par la méthode de l'art. 3o3, ou 
si l'ascension droite est bien connue (art. a8i); mais en n'admettant 
qu'un quart de seconde d'erreur, on ne sera encore sur de l'azimut 
qu'à 4" près. Cherchons donc quelles sont les circonstances les plus 
favorables à ce genre d'observation. 

335. Supposons un triangle sphcrique ZPE (fig. 17), dans lequel 
Z est le zénit, P le pôle élevé, E l'étoile j et faisons ZE = Ny ZP=s C, 
EP = A. Ce triangle donnera • 

sin iV sin u^ = sin -P sin A; 

diiférenciant, en regardant A comme constant, on aura 

dN ces iV sin ^ + du4 cos ^siu N=^ dP cos P sin A. 

Mai^, comme nous supposons ici les observations fiâtes très près du 
méridien , la distance zénitate N est presque constante , et cos P 
ainsi que co%A différent très peu de l'unité; on a donc simplement 

•mA' 
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ou à fort peu près 

dA=^ dP "" ^ 



5in(A— C)' 

Ce résultât nous apprend en efiet que quand un astre est à une 
très petite distance du méridien, la variation en azimut est proporr 
tionneUe au tems dP : nous voyons en outre qu'une erreur sur le 
tems du passage a une grande influence sur Pazimut, si le zénit est 
entre l'astre et le pôle; mais que cette influence est bien moindre au 
passage inférieur , parce qu'aJors 

d^z ^^-'""^ 



Nous ne croyons pas devoir , d'après cela , conseiller l'emploi ex- 
clusif de la méthode actuelle , si l'on veut apporter la plus grande 
précision possible dans l'orientation d'un réseau trigonométrique 
du premier ordre. 

De Vinstrument des passages, et de son usage pour observer 

les azimuts. 

336. Le cercle répétiteur et le théodolite ne sont pas les seuls 
instrumens dont on se sert pour déterminer les azimuts. La lunette 
des passages, d'un mètre de longueur, remplit le même objet avec 
la plus grande Ëicilité et la plus grande exactitude , quand elle réunit 
toutes les conditions requises. 

Cette lunette astronomique , dont nous avons déjà parlé à l'art. 1 69, 
porte un micromètre fixe, ordinairement composé de cinq fils parai* 
lèles, et d'un sixième horizontal qui les coupe à angles droits par le 
milieu. Elle est montée perpendiculairement sur un axe dont les 
extrémités, ayant la forme de tourillons, sont parËdtement calibrées 
et reposent sur deux coussinets solidement fixés à deux blocs de 
pierre d'un très grand poids , auxquels on donne la plus parÊdte 
stabilité. L'un des coussinets s'élève ou s'abaisse verticalement en 
disant tourner la vis qui y est adaptée ; l'autre coussinet se meut 
horizontalement en avant ou en arrière au moyen d'une autre vis 
qui y est fixée : c'est à l'aide de celle-ci qu'on amène exactement 
Taxe optique de la lunette sur un point fixe quelconque dans l'horizon. 

Le mouvement de rotation que l'on imprime à l'axe est d'autant 
plus doux^ que le frottement des tourillons sur les coussinets est plus 
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faible. On diminue ce frottement en plaçant d'une manière conre- 
nable des contre-poids qui supportent Taxe. 

Une alidade qui se meut avec la lunette marque y sur un demi- 
cercle gradué et attaché à Fun des bras de l'axe de rotation , la dir 
stance zénitale de Tastre sur lequel on pointe. 

L'instrument des passages est parfaitement rectifié, i*. quand son 
axe de rotation est exactement horizontal; a*, quand l'axe optique 
de la lunette décrit rigoureusement un plan vertical; S"*, quand le 
fil transversal est perpendiculaire à ce plan, et coupe à angles droits 
les cinq autres fils placés à égale distance entre eux. 

On satisfait à la première condition , en suspendant à Taxe un 
niveau à bulle d'air, et procédant comme il a été dit à l'art. iâ5. On 
s'assure que l'axe optique est perpendiculaire à Taxe de rotation, 
en dirigeant le fil méridien ou du milieu, sur un objet bien distinct à 
rhorizon, par exemple, sur le milieu d'une plaque noire percée d'un 
trou circulaire et se projetant dans le ciel; car si, après avoir re- 
tourné l'axe de rotation bout pour bout, le fil du milieu passe encore 
par le centre de la plaque ou de la mire, l'axe optique sera vérifié; 
mais s'il y a une petite déviation, on la fera disparaître ainsi qu'il a 
été dit à l'article précité. 

Enfin, ces deux vérifications faites, on verra si, dans le mouve- 
ment vertical donné à la lunette, les fils cachent les mêmes pomts 
immobiles. Dans ce cas, ces fils seront bien parallèles; et lorsque la 
lunette sera à très peu près dans le méridien , on sera sûr que le fil 
transversal du micromètre est horizontal, si une étoile loin du pôle 
le parcourt dans toute son étendue sans le quitter. 

337. Pour fàii% servir la lunette des passages à la détermination 
des azimuts, il sufiirait, à l'aide de cet instrument, de placer exacte- 
ment une mire dan» le méridien , parce qu'alors l'angle entre cette 
mire et le sommet d'un des triangles du réseau serait l'azimut cher- 
ché, si le lieu de l'observation était lui-même un des points de ce 
réseau. Mais on évite les longueurs et les difficultés de cette opé- 
ration, en déterminant la déviation de la lunette par la méthode 
suivante : 

Supposons qu'on ait calculé l'heure du passage d'une étoile au 
méridien (art. aSi), de Sirius par exemple , et qu'on ait une pendule 
réglée sur le tems sidéral (art. 3o3); on dirigera la lunette méridienne 
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itur cette étoile, à Vmstant de sa médiation marqué par la pendule, 
et l'on fera ensuite placer au sud une mire d^une manière stable dans 
la direction de Taxe optique , à la plus grande distance possible du 
lieu d'où Ton observe. Pour déterminer la position de cette mire, 
on pourra se servir d'une plaque sur laquelle on aura marqué 
plusieurs lignes verticales équidistantes et numérotées, afin de 
savoir à quel point correspond l'axe optique. Cette opération préli- 
minaire étant faite, on choisira parmi les étoiles celles qui ont une 
petite déclinaison , et l'on observera plusieurs jours de suite leurs 
passages aux cinq fils du micromètre, ayant soin de vérifier aupara- 
vant si Taxe optique de la lunette passe par le point de mire. Dans le 
cas où il s'en écarterait, on l'y ramènerait en donnant un mouvement 
azimutal à l'axe de rotation, sans détruire toutefois l'horizontalité 
de cet axe ; pu si l'on n'avait pas le tems de Ëiire cette rectification , " 
l'on noterait le petit écart, qu'on évaluerait ensuite facilement en 
secondes, à l'aide de la distance connue de la mire au lieu de l'ob- 
servation. 

338. Daqs la supposition que les cinq fils sont à égale distance 
les uns des autres, le cinquième dgs tems marqués par la pendule, 
lorsqu'une étoile passait derrière chacun de ces fils ,* est l'époque 
moyenne de son passage au fil du milieu. Cette moyenne arith- 
métique est préférable à une observation unique, puisqu'on peut 
espérer que les erreurs commises sur le tems et sur le pointé se 
compensent en partie. Mais si les distances des fils sont inégales, la 
moyenne arithmétique des cinq ol)servations ne correspondra pas 
au fil du milieu, ou, ce qui est de même, au vertical de la mire. 
Pour lors on jprocédera ainsi qu'il suit, afin de connaître l'intervalle 
des fils. 

Il est d'abord aisé de comprendre que l'intervalle d'un fil à l'autre, 
mesuré sur le fil transversal ou équatorial, intercepte à Téquateur 
céleste un très petit arc de cercle. Or, pour trouver le tems qu'une 
étoile, située dans cette région, met à parcourir cet intervalle a, 
supposé évalué en parties du rayon de l'équateur pris pour unité , 
on dira 



2^ : a4* :: a : T 



air' 



^ étant la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est égal à 
r unité, et r désignant le tems cherché. 

2. 22 
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Le même interralie des fils étant dirigé sur un paralléfe quel- 
conque a l'équateur , sera de même la corde d'un très petit arc de 
ce {MuraUèie , supposé d'ailleurs éloigné* du pèle. Ain^ on trouvera 
Je tems qa'une étoile mettrait pour décrire Tare a de ce parallèle, 
en disant 

2îr cos 2? : a4* :: a : t' s= r^—-ni 

D désignant la déclinaison boréale du parallèle que décrit Tétoile , et 
par conséquent cos D étant le ra jon de ce cercle. 
Delà 

-7 =*£ COS Dj ou r es 7^ = -r--r, 

en dénotant par A la distance polaire ; c'est-à-dire que FinterraRe 
des fib en tems, hors de l'équateur, est égal à nnteryalle équatorial 
divise par le sinus de la distance polaire. 

£n supposant donc qu'on ait observé une cenfaine de passages aux 
cinq fils, on aura, pour chacun des quatre intervalles, cent valeurs 
de T : alors la moyenne sera Tintervalle dont on fera usagé pour 
réduire au fil méridien l'observation faite à l'un des fils latéraux. 
Mais voici comment M. Delambre rend cette réduction mutile , 
lorsque l'observation est complète. 

Soit M l'observatton au fil du milieu > les cinq fils donneront 



M— a 




M— b 




M 




M+ c 




M+ d 




bM— a — 


b + c + iy 




•^ -mw /a — d 



la moyetmeâeadnq tems donnerait M — (j^ + ~r^\ ^ laquelle 
il Êiudraît ajouter -f-f^-^^ H- — r-^)> pour une étwle dans l'équateur^ 

ou ^^^ • A~^ P^^^ ^^^ étoile ^elconque ; afin d'avoir Fheure 

moyenne du passage au fil du milieu^. 

Notez bien que les valeurs de a, 6, e, (f sont des moyennes ob- 
tetomes par le procédé qu'on vient d'expliquer j mais il sera beaucoup 
plus simple de rendre îes fils équidistans. 
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Par exemple 9 le i^ janvier iSog, une obaervation de Rjgel, bit^ 
à l'Observatoire royal de Paris, à la lunette méridienne , a donné 



au fil I S* 5' 48"5 

II 6. 6,1 

m 5. 6.23,5 



IV 

V 



6.4i,o 
6.58,5 

somme... 3i' 57,"6 



17^6 

17,4 
17,5 

17,5 



moj.,oupassage au méridien 5* 6'25,'32. 

Les quatre intervalles sont i7",6; i7^4; i7",5; i7",5, et par un 
milieu i7",5. Il suit de là que si, à une autre époque, Ton n'avait pu 
Élire qu'une observation^ de Rigel au cinquième fil, on la réduirait' 
au fil du milieu,. en étant deux fois i7^5, ou 35'' de l'heure du piasaage 
çbservée. 

Lorsqu'on observe le Soleil , oa note successivement tous les in- 
stans des passages du premier et du second bord à chacun des fila; 
et Ton prend le 'milieu arithmétique de tous les iastans , pour avoir 
l'époque du passage du centre au fil méridien; c'est ce qu'on voit 
par le tableau suivante 

Le la août 1809, passage du So4eiI au 



1" fil. 

a5'a7*4 
37.39*4 


a* fil. 
35'45''5 
37.67,5 


«•fiL 

9*a6' S^B 

'9.38.15,4. 


4*fi*. 
aS^aa^o 

a8.33,5 


5*fiJ. 
a6'4o''a 
38.61,5 


i*'bord. 
a« bord. 


Somme i3. S fi 
Moyenne a6.33>4 


13.43,0 
a6.5i,5 


14.18,9 
9.37. 9,45 


14.55,5 
37.37, 5 


i5.5i,7 
37.45,85 


Ccnlire* 



Prenant le milieu des cinq moyennes , on a ,- pour le passage du, 
centre au méridien, 9'27'9'',59. 

339. Passons maintenant au calcul de la déviation de la mire, 
supposée au sud de la station. 

Soit Z (fig. a5) le zénit du lieu de l'observateur, Z^ le vertical que 
décrit la lunette, iP le pôle; et supposons que l'objectif soit tourné du 
càté du sud. La déviation orientale de la lunette sera représentée par' 
l'angle sphérique JHZH, qu^il s'agit de trouver à l'aide de Pobser- 
vation des passages des astres ^, i3, au fil du milieu de la lunette. 

Nommons H la latitude du Keu Z ; on aura ZP = 90 — H^j et 
désignons par A la distance polaire de l'astre ^. Le triangle sphér 
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rique ZPu^^ dans lequel P est l'anglp horaire > donnera (art^ 65) 

sînP 



tang Z 



cotAcosiJ— cosPsinff' 



OU représentant par x la déviation MH^ on aura tang Z =— tang Xy 
et par conséquent 

t — 8În P 

lang X — coaPsinH— cotAcosfl' 

Mais, dans rbypotbése que la déviation est très petite, on a sensi- 
blement cos P = 1 et sin P 5= jP; ainsi 

(i) P = (sin ^— cot A cos H) x=:nx. 

Telle est la quantité qu'il faudra ajouter au passage observé pour 
avoir le véritable passage au méridien , lorsque l'on connaîtra x; 
mais c'est précisément ce qu'il faut trouver. 

Supposons qu'une autre étoile B ait été observée à la lunette : 
pour celle-ci on aura pareillement 

(a) ^^^(sinJBr — cot A' cos H)x=:n'x. 

De ces deux équations toutes semblables on thre 

P' — P = «(cotA — cotA0cosjy===-4î^^^^^ 

et si on désigne par jTle tems sidéral du passage de la première étoile 
au méridien, ou son ascension droite apparente réduite en tems; 
par t le tems du passage au vertical de la lunette, observé aune 
pendule exactement réglée sur le tems sidéral, on aura P=: 7^— - f, 
et pour la seconde étoile, P' = Z" — fj ainsi 

W * — • cosHsm(à' — A) • 

Il suit de ce résultat, que pour déterminer la déviation de la lu* 
nette, bien rectifiée d'ailleurs , il suffit de connaître à peu près les 
distances polaires A et A', et très exactement la différence T' — T 
d'ascension droite , pourvu que A — A' ne soit pas un petit arc. 
Cette déviation sera orientale si x est positif, occidentale dans le cas 
contraire. On pourrait bien la déterminer par l'observation d'une 
jeule étoile ; car dans ce cas 



(4) 
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cos(£r+A) co8(i5f+û) ' 

mais elle serait trop dépendante du tems du passage de l'étoile au 
méridien et de sa déclinaison, ainsi que de la marche de la pendule. 
Les deux formules précédentes se rapportant aux passages supé- 
rieurs , on les ramènera aux passages inférieurs en prenant négati- 
vement sin Â et cot A ; et si au lieu d'observer deux étoiles différentes, 
on observe la même étoile au-dessus et au-dessous du pôle, ùf se 
changera en — A; la difierence des passages au méridien , savoir 
T' — - T^ sera de la*, et l'on aura, en vertu de la formule (1), 

^ ^ coa H sin 2A "^ âcos H cot A 

Cette nouvelle formule ne dépend plus de l'ascension droite de 
l'étoile; elle donnera la déviation X avec beaucoup de précision, si 
cot A est très grand , ou , ce qui est de même , si l'on observe de 
préférence les étoiles circompolaires. M. Delambre , à qui est due la 
méthode que nous expliquons, indique la Polaire, /, jS, >< de la 
petite Ourse et y de Céphée; parce qu'on n'a rien à craindre de 
l'irrégularité de la pendule {Astron., tome I , page 43 1)* On fera bien 
alors de placer la mire au nord de la station. 

34o. Nous avons dit ( art. 4 ) que pour s'assurer que la marche 
diurne d'une pendule suit exactement le tems sidéral, il suffisait 
d'observer les passages consécutifs d'une étoile dans un vertical 
quelconque ; mais cette observation ne Ëiit past^onnaitre son avance 
absolue ou son retard (art 5o4).. Dans la solution précédente , où il 
s'agit d'évaluer une très petite quantité, on peut^ sans inconvénient^ 
faire abstraction de la petite variation diurne de la pendule; mais 
veut-on déterniiner le retard absolu / , lorsque la variation diurne 
est nulle? on aura, lors du passage de la première étoile, 

(lO r— . < — / = X (sin jfir — cot A cos H)^ 

et lors du passage de la seconde étoile^ 

(a') T — 1f^f=:x (sin ^ — cot A^cos^), 

d'où il suit, comme ci-dessus, 

^^> * — cos^*in(A'~A} ^* 
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Ck)]inaissant x^ on aura f par l'une et Fautre équation d'où dérive 
celle-ci. 

54 1. Choisissons pour exemple les observations que M. Delambre 
a employées lui-même pour expliquer sa méthode {Connaissance 
des Tems de 1792). 

Le i5 aoât 178g, ce savant astronome n'ayant pas eu le tems de 
remettre sa lunette des passages sur la mire méridienne , en calcula 
la déviation , par les passages de saX» et de a du Cygne. 

Passage observé de 3ia% ^ . . . < = ao*€'9a"5o 

Ascension droite apparente calculée. • T = ao.6.a4,o5 



Différence T— *== — 6"45 



Passage observé de a du Cygne. . . » . . t zsz !È0^5à'm"8o 

Ascension droite apparente calculée. . T' = 20.54.18,90 

Diflférence T' — é' 5= — 5"6oj 

de là T^f^(T^t)= + a",85. 

D'ailleurs on avait alors 

A = io5'ii', A' = 45*5o', H = ^5o\ 

et par conséquent 

A — A'^= + 57*4i'j 

par suite la formule (3) ou (5') donnera 

4-Q^85 sîn A sinA\ 

et par logarithmes^ on aura 

log 2",85 = o,45484 — 
6in A = 9,98840 • 
sin A' = 9,85324 
c.cos H = 0,18161 
c.sin (A — A') 3= 0,07509 

log«: = o,&5ii8 = — 5",5578. 

La déviation x était donc occidentale et de 5",558 en tems j ce qui 
fait 53",57 en arc. 
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Oo anra mainjtenant le retard absolu />, à l'époque des observa- 
tions, par les deux formules (1', a') j la première, relative au passage 
de f2a^, devient 

* • sin A 717 77 

la seconde formule, relative au passage de a du Cygne, donne 
f^T^i^x 221^^^:^ = — 3'',6o H- o",58 =— 5'',a3. 

Dans ce calcul, les seconds termes 5'',fi5 et o",38 sont positiÊ, 
parce que x et cos (A + ff) aussi bien que cos (A' + H) sont né- 
gatifs. Ainsi, la valeur de /étant elle-même négative, exprime une 

avance au lieu d'un retard , comme nous l'avions supposé d'abord. 

• 

342. Le moyen de se- familiariser avec les méthodes, et d'en 
apprécier l'exactitude , est d'en faire diverses applications : nous 
choisirons en conséquence pour second exemple, les deux passages 
de la Chèvre observés à Paris par M. Delambre, le 1" août 178g. 

Passage inférieur à la lunette à i7*i'i8",8 = f^ 

Passage supérieur is heures après, ou à 5^i'i8",6 = t. 

On avait d'ailleurs 

A = 44* 16', H = 48*5o' j 

de là, ^ — f =: ia^o'o'',a, et ensuite la formule (5) donne en tema, 

ainsi on a en arc 

On juge par le signe de ^, que la déviation était occidentale quand 
l'objectif était tourné vers le sud , comme nous l'avons supposé 
dans les formules précédentes : elle serait au contraire orientale , si 
l'on tournait l'objectif vers le nord. Mais pour obtenir cette déviation 
avec une grande exactitude, il faut fidre de nombreuses obser- 
vations. 

345. Il est des ingénieurs qui, au lieu d'employer une mire méri- 
dienne pour orienter une chaîne de triangles, observent le passage 
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des astres par le vertical d'un signal quelconque; mais alors le succès 
de cette méthode dépend trop du tems et de la déclinaison de l'astre 
qu'on observe (art. 353). Quoi qu'il en soit, voici le calcul complet 
, d'une observation de ce genre, faite le i*' avril 1811 à Amsterdam. 

M. Krajenhof , ayant dirigé sa lunette sur le signal de Haarlem , 
observa au fil du milieu le passage des deux bords du Soleil ; l'ob- 
servation du bord oriental apparent eut lieu à 6* a' 4" du soir, en 
tems du chronomètre, et celle du bord occidental à 6* 4' 48". Dans le 
même moment, le baromètre marquait 0^,76, et le thermomètre 
centigrade + i4'; on demande l'azimut de Haarlem sur l'horizon 
d'Amsterdam , sachant en outre que 

la latitude nord d'Amsterdam H = ôa'aa'iy", 
que la longitude orientale = a. 33. o; 

que le retard du chronomètre en a4 heures solaires vraies = i8",4; 
çnfin, que son avance absolue sur le midi vrai, au i«' avril = 4'4",56. 

Solution. Lorsqu'un astre est loin du méridien , son mouvement 
en azimut ne peut plus à la rigueur être considéré comme propor- 
tionnel au tems, dans de courts intervalles. Ainsi au lieu de prendre 
la moyenne des tems des passages des deux bords du Soleil, pour 
l'heure du passage du centre au signal ou au fil du milieu, nous cal- 
culerons l'azimut du centre du Soleil, compté du nord vers l'ouest^ 
pour le moment de l'observation du bord occidental vrai ; et de cet 
angle, nous retrancherons la correction due au demi-diamètre ho- 
rizontal du Soleil, pour avoir l'azimut du signal. Cependant, le tems 
que le diamètre de cet astre reste sous le fil est si court, qu'on 
pourrait encore sans inconvénient faire usage de la méthode dont 
il s'agit. 

Cela posé, on aura l'heure vr^ie de l'observation, en retranchant 
d'abord du tems du chronomètre, l'avance de la pendule sur le midi 



vrai ; ainsi 










heure de l'observation 


6» 


a' 


4" en 


tems du chronomètre 


avance absolue 


— 


4. 


4,56 





reste ... 5* 57' 59"44 . 

Mais le retard diurne est de 1 8",4j donc le retard à 5* 67' 59^,44 s'ob- 
tiendra par cette proportion : 

a4* ^ x8"4 : i8",4 :: 6,966 : ;c = 4",57. 
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Ajoutant 4'',57 à 5*57'59",44, on a pour l'heure yraîe de robservation 
5^ 58' 4'',oi .Réduisant ce tems en degrés, on a l'angle horaire 

P=89*3i'o",i5. 

Au mémejnstant, Ton comptait à Paris 5*47'5aVi> puisque Am- 
sterdam est à l'est de cette ville, et que la différence des méridiens 
est de a^35' ou 10' 1 a" en tems. Calculant par conséquent la décli- 
naison du Soleil pour 5*47'5aVi > on trouve (art. a3g) 

2? = 4* a3'48",5a boréale. 

Il s'agit maintenant de déterminer TazimutT^ du centre du Soleil. 
Employons, conune à l'art. 3a6, les formules de Néper , savoir: 

S étant l'angle au Soleil ( fîg. a6 ). Si la déclinaison du Soleil était 
australe, il faudrait la prendre négativement, et par conséquent 
changer le signe de D dans ces formules. 

TYPE DU CALCUL. 

i^ = a6'xi' a"5o, ^Lp? = a3'59'i4"34, 
i i> = 44.45.30,07, -T" — a8.a5. a,66, 

log cos i (H—D) = 9,9607730 log sin ^ (H—D) = 9,609097$ 

c.logsin3(£H-X>) = o,3aa9595 c.logcoSîC^+Z?) = o,o556a55 

l.cot i P = o,oo36633 = o,oo36655 

log.tangi (^H-^) = 0,3873968 log.tang i (^— .S) = 9,6685861? 

i(^ + ^) = 6a'4a'3i"36 
^(^ — S) = 34.59. 7>9i 

azimut compté du nord vers l'ouest... ^ = 87.41.39,37. 

Tel est l'azimut du centre du Soleil , lorsque le bord oriental 

apparent ou le bord occidental vrai est dans le vertical du signal ; 

mais il faut avoir l'azimut de ce bord. Pour cela, l'on cherchera la 

correction due au demi-diamètre horizontal 50 du Soleil, laquelle est 

égale à l'angle OZS formé par les plans verticaux ZiS'^ ZO. Calculons 

a. j3 
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d^abord ZS^ ou la distance zéoitale vraie géocentt^iqae da Sokil , & 
Taide de la régie des quatre sinus, savoir : 

SIQ ZS = 7—3 = . ^ ■ 

sin A «la A 

log.sin P =£ 9,9999846 

l.COSZ? =z: 9,9987201 

c.logsin^ = o,ooo35i8 
1. sin ZS = 9,999o564 Z*S = 86M3'3a",i4. 

Ajoutant à cette distance zénitale la parallaxe de hauteur du Soleil, 
qui est 8'',77, on a 8G' i3'4o",9i , pour la distance zénitale vraie rap* 
portée au lieu même de Tobservation. II s'agit maintenant d'à Voir 
la distance zénitale apparente; or, les tables de réfraction ayant 
pour argument la distance rraie , on trouvera , en procédant comme 
à Tart. 254, 

Réfraction vraie =a — 1 1' 4o''5 

mais distanoe zénitale vraie =s 86''i3.4o,9 

donc distance zénitale apparente cherchée =s: 86. s. o,4 = n. 

Il résulte de là, que dans le triangle sphérique OZSy qu'on peut 
supposer rectangle en O , l'on connaît le côté ZS et te côté OS =: 
i6'i",3 = fcr {Connaissance des Tems de 1811, 1*^' avril); donc 
pour avoir l'angle en Z ou la correction d'azimut, c'est-à-dire le 
demi-diamètre azimutal du Soleil, on dira 

1 : sin ZS :: sin . correction : sin OS^ 

d> • • . . sin 4- ^ 

ou sm . correction = -r-^— : 

sinn ' 

de là • k>g sin f cT = 7,6684532 

c.log sin 7Z = o,ooîo4i6 

1 . siù . correction === 7,6694748 
c.sin 1" s= 5,3i44a5i 

log. correction = 2,9838999 = 963^,6 = i6'3",6. 

Comme on a réellement observé le bord occidental , cette correc- 
tion est soustractive de l'azimut du centre du Soleil ; ainsi 
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Azimut du Soleil ,, l^j'^'Z^.. 

Correction —16. 5,6o 

Azimut du signal, cojupté du uord à Foueat ^7*" a5' 35^^67 

Réduction au centre de la station + o, 70 

Azimut définitif. t7 • a5. 56,37 . 

Quoique les azimuts soient très faciles à observer de cette manière, 
îl est cependant douteux qu'on puisse jamais les obtenir avec la pré* 
cision que procurent les méthodes des art. 33a et 556. 
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CHAPITRE Vn. 

PREMIERE MÉTHODE. 

Détermination de la différence des longitudes terrestres, par 

le moyen d^un garde-tems. 

544. JLja position d'un lieu sur la Terre dépendant à la fois de sa 
latitude et de sa longitude , il convient de faire connaître les méthodes 
que l'on emploie avec succès pour déterminer ce second élément 
géographique. 

Lorsqu'il s'agit de déterminer la difierence en longitude de deux 
lieux fort voisins , les bonnes montres marines ou les chronomètres 
qui, comme ceux de Berthoud, conservent une marche à très peu 
près uniforme pendant plusieurs mois, peuvent être employés de 
préférence pour cet objet. Si donc, dans un certain lieu, une telle 
jnontfe était exactement réglée sur le moyen mouvement du Soleil, 
et que dans un autre heu le midi moyen arrivât à 1 1 heures comptées 
sur cette montre, la difierence en longitude serait d'une heure 
moyenne ou de i5*, et le second lieu serait évidenmient à l'est du 
premier. 

U n'est pas toujours possible de déterminer l'instant précis du 
midi; cela d'ailleurs n'est pas nécessaire, puisque l'on peut trouver 
le tems vrai pour tout autre moment du jour (art. 3oi). Sqpposons 
donc qu'après avoir réglé une montre à l'Observatoire de Paris ^ 
on ait pris, dans un autre lieu , des hauteurs absolues du Soleil avant 
son passage au méridien, et calculé l'heure vraie, puis le tems moyen 
de l'observation ( art. 3o2 ) ; la dififérence de ce tems avec l'heure 
marquée par la montre , lors de l'observation , sera , comme ci-dessus,^ 
la diflerence des deux méridiens. 

L'exemple suivant fixera encore mieux les idées à cet égard. 

Le i^'^ avril i8o4 , à 43*17' de latitude nord, et par 4o* i5' de lon- 
gitude occidentale estimée, on a trouvé, pour la distance du centre 
du Soleil au zénit, 6g*ao'aa'',o5, au moment où la montre, réglée 
sur le Um^ moyen à Paris, marquait 7^8'^3o'',86 du soir. A cette 



LIVaE CINQUIÈME. i8i 

inéme époque, la déclinaison du Soleil était de 4*4i'5",a (art. 5oi) y 
11 soit de là et de l'article cité, que le tems yrai de l'obseryalion, pour 
le lieu on elle s'est faite , était 4'a5'a4'',o6. Mais l'on trouve dans la 
Connaissance des Tems, que le i«f avril i8o4, le tems moyen au 
midi vrai égalait o^3'57'^s, et que cette quantité dinûnuait de iS'^é 
en a4 heures; donc, à 7*4^a4'',o6, tems vrai compté à Paris, elle 
avait diminué de 5'',4o , et alors le tems moyen n'était en avance sur 
le tems vrai, au moment de l'observation, que de o*3'57",a— 5",4o 
s= o*3'5i",8o. Cela posé, 

Tems moyen compté à Paris, au moment de 
l'observation 7* 8' 3o"86 

Équation du tems soustractive , parce que le 
tems moyen est en avance sur le tems vrai. .... -— 3.5i,8o 

Tems vrai compté à Paris 7* 4.39,06 

Tems vrai de l'observation par rapport au 
méridien du lieu où elle s'est faite 4.a3.a4,o6 

Différence de longitude, en tems * . a^ 4i' iS'^o 

Donc, longitude occidentale du lieu de l'obser- 
vation, par rapport au méridieo de Paris = 4o* 18^ 45". 

Cette méthode suppose que l'on connaît déjà à peu prés la diffê* 
rence de longitude cherchée, et il est rare que l'on n'ait pas une donnée 
satisËiisante à cet égard. D'ailleurs on pourra, dans un premier calcul, 
employer la déclinaison du Soleil pour le four de l'observation et 
pour midi à Paris : dans l'exemple ci-dessus, cette déclinaison boréale 
= 4*34'a5'^. Lorsqu'on aura trouvé ainsi la différence de longitude 
approchée, on recommencera le calcul, en &isant à la déclînaisoa 
du Soleil, la coirection due à cette différence. 

Si le garde-tems avait une petite variation diurne^ il ne &udràit 
point négliger d'en tenir compte. 

On déterminerait les différences de longitude plus commodément 
par l'observation d'une étoile, si la montre était réglée sjur le tema 
sidéral; et si l'intervalle de tems entre les observations était court, il 
serait permis de supposer insensibles les variations de la précession, 
de l'aberration et dé la nutation sur la position apparente de cette 
étoile. 

Lorsqu'on se sert de cet expédient pour déterminer la différence 
des méridiens des extrémités d'un arc de parallèle, l'on met en comr 
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paraison deux ou trois chronomètres excellens, et PoD a soin cjulir 
D^éprouyent aucune secousse dans le transport. Ceux qoe Brégnetr 
artiste français , exécute maintenant pour la marine sont fi>rt estimés^ 
n a imaginé de renfermer deux mouvemens dans la même botte, %t 
de les régulariser Tun par l'autre , afin d'obtenir par ce moyen une 
marche plus uniforme et plus indépendante des mouyemens du 
yai9seau. 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

Par les observations des éclipses des satellites de Jupiter^ oupar 

les signaux de feu. 

345. C'est sur-tout de Tobserration des éclipses fréquentes des 
satellites de Jupiter, que les astronomes déduisent ayec exactktide 
la dificrence des longitudes de deux lieux terrestres; difiereao&qui 
est celle même des heures que Ton compte sur les méridieBi, i 
Finstant du phénomène. Deux circonstances sont propres à 6ire 
connaître cette différence des longitudes; Tune est l'immersion» c'est 
l'instant où le satellite entre dans l'ombre de Jupiter et disparait; 
l'autre est l'émersion, c'est l'instant' où ce sateUite sort de Pombre et 
reparaît. La prédiction de ces phénomènes, pour le méri(lien de 
paris, se trouve dans le livre de la Connaissance des Tems, à fir 
7« page de chaque mois ; et comme les positions des satellites à 
l'égard de Jupiter^ ainsi que leurs configurations, sont indiquées dans 
le même livre, il est inutile de donner ici des explications à cet égard. 

Ces sortes d'observations se font avec une grande facilité , au 
moyen d'une lunette astronomique d'un mètre environ, ou d'un 
télescope de 6à 7 décimètres de foyer, ou même d'une lunette des 
passages portative. Il faut d'abord déterminer exactement la marche 
delà pendule, par rapport au tems moyen, par l'un des procédés des 
art. 293 et suiv. ; ensuite, pour se préparer à l'observation de l'écIipse, 
savoir à fort peu près l'heure à laquelle elle aura lieu, et cela en 
ajoutant au tems moyen de ce phénomène, indiqué par les tables, 
la différence approchée des longitudes, si l'on est à Torient de Paris; 
ou bien en la retranchant, si l'on est à l'occident. 

Une seule observation ne pouvant être assez concluante, on en 
recueillera un grand nombre; alors la moyenne des résultats partiels 
sera la différence de longitude la plus probable. 
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Malgré la précision ayec laquelle les tables des deux preimers 
satellites de Jupiter ont été calculées dans ces derniers tems, il est 
encore plus sûr de conclure la différence des longitudes d'obserya^ 
tions correspondantes faites sur ces deux satellites. Par exemple , à 
Cumana, capitale delà nouvelle Andalousie, M. de Humboldt observa, 
le la novembre 1800 au soir, Timmersion du i*' satellite à 4*iG'56^ 
du chronomètre, ou à ii*56'i8",7 tems moyen, parce que le chro- 
nomètre retardait alors de 7*59'22",7. Au même instant physique, 
M. Triesnecker observa cette immersion à Vienne, le i3 novembre 
au matin, à 5*i8'2o"^7 tems moyen. 

Il suit de là, que la différence des méridiens de Vienne et de 

Cumana , qui est à l'ouest = 5* 22' a"* t. raoy. 

mais la longit. de Vienne comptée de Paris = 56. 10, est. 

donc LONGITUDE de Cumana comptée de " 
même, est de 4.25.52 ouest. 

Le 1 5 au matin, M. Méchain observa 

rimmersion à Paris à 4^ 2a' i7''7 t.moj. 

M. de Humboldt à Cumana à 11. 56. 18,7 

donc, LONGIT. de Cumana , comptée de Paris = 4 . 25 . 59 ouest. 
Enfin, le i3 novembre, M. Flaugergues 

l'observa à Viviers à 4*3i' 35" tmoy. 

M. de Humboldt à Cumana à 11 .56. 18,7 

donc, longitude de Cumana, comptée du 

méridien de Viviers 4«55.i6,5 ouest 

Mais longitude de Viviers est g . 24 est 

donc LONGITUDE de Cumana = 4* 25' 52"3 ouest. 

Le terme moyen de ces trois réaultats est. . 4* 25' 54"4. 

Mais M. de Humboldt ayant fait beaucoup d'autres observations 
astronomiques dans le même but, il en est résulté, pour la longitude 
de Cumana , 4* 26' = 66* 3o'o" ouest de Paris. 

Les observations correspondantes dont il s'agit ne sont parSii- 
tement comparables entre elles , que quand le phénomène céleste 
est annoncé au même instant physique par chaque observateur. 
Mais si l'un d'eux reçoit Timpression du phénomène quelques s^ 
coudes plutôt ou plus tard que l'autre, ce qui peut arriver si leurs 
lunettes ne présentent pas le même grossissement , et si leurs vues 
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60Dt différentes, il importe d'avoir égard à cette circonstance dans 
la comparaison des observations , sur-tout si l'on a pour but d'ob* 
tenir par ce moyen l'amplitude d'un arc de parallèle terrestre. 

546. Un phénomène terrestre instantané , qui serait vu de deux 
lieux peu distans l'un de l'autre, suppléerait avec avantage aux 
phénomènes célestes. Or, si, sur un lieu élevé et pendant une nuit 
sereine, l'on dit, à diverses reprises, enflammer en plein air un ou 
deux kilogrammes de poudre à canon , et que deux observateurs 
munis chacun d'une pendule, et placés aux lieux dont ils veulent 
connaître la difierence de longitude, observent les apparitions de 
ces feux y apparitions qui seront subites pour de petites comme 
pour de grandes distances, à cause de la prodigieuse vitesse avec 
laquelle la lumière se propage 3 le milieu des difierences entre tous 
les tems correspondans des deux pendules réglées de la même ma- 
nière, sera la différence de longitude cherchée. Si l'arc dont on veut 
mesurer l'amplitude était fort grand et qu'un seul feu ne sufi^itpas,on 
en ferait plusieurs ; alors la somme des amplitudes partielles serait 
la différence de longitude des stations extrêmes : cela est de toute 
évidence. 

C'est à l'aide de l'un de ces moyens que l'on fixerait la position 
respective de deux lies voisines dont on aurait formé la carte ^ et 
que l'on ne pourrait lier par des triangles. 

Les signaux de feu ont été employés eh France pour la première 
fois, par Cassini de Thury et Lacaille, en 1740, à l'occasion de la 
mesure de deux degrés de longitude aux environs de Marseille. Ils 
ont été dans ces derniers tems renouvelés avec succès en Allemagne; 
et c'est par leur secours que M. de Zach,en 1810, est parvenu à 
déterminer avec beaucoup de précision la différence des méridiens 
de N.-D. des Anges et de l'Observatoire de Marseille. La moyenne 
entre 65 observations lui a donné cette différence de a9",95 entems, 
et il est remarquable que la plus grande discordance entre les résul- 
tats partiels est un peu moindre que a" {Attraction des Montagnes, ' 
,tome I, page i55). L'expérience a prouvé à ce célèbre astronome 
qu'une demi -livre de poudre (a44 grammes ^) produit un feu 
visible k plus de nb myriamètres. Il n'est pas même absolument 
nécessaire que le foyer de la flamme soit aperçu des stations dont 
00 ct^erche la différence de longitude, car l'éclair qui se forme peut. 
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en se reflétant dans le ciel , être visible à une très grande distance. 
Mais a est important de noter l'heure, la minute, la seconde et 
fraction de seconde de l'instant de la première impression du feu, 
dont la durée est d'autant plus longue que l'on emploie une plus 
^ande quantité de poudre. 

TROISIÈMJB MÉTHODE. 

% 

Par les éclipses. 

347. Les éclipses de Soleil et les occultations des étoiles par la 
Lune sont très propres à donner avec précision les différences de 
longitude des lieux éloignés où elles ont été observées avec soin. 
Toutes les méthodes de calcul qui se rapportent à ces phénomènes, 
sont fondées sur la détermination de la distance angulaire appa- 
rente des deux astres qui se superposent. Cette distance, consi- 
dérée au même instant physique, n'est pas la même, à cause de 
la parallaxe, pour tous les points de la Terre où l'on voit réclipsc. 
En eflfet , le commencement ou la fin de ce phénomène se manifestant 
pour un point particulier de la Terre , lorsque les deux astres pa- 
raissent en contact, il arrive en général que leurs disques, relati- 
vement à tout autre point du globe , ne s'atteignent pas encore , ou 
que l'un anticipe sur l'autre. C'est ce qui fait que le problème des 
longitudes géographiques , par les éclipses de cette espèce , est un 
des plus compliqués de l'Astronomie pratique. 

Lagrange a publié, sur cette matière , deux Mémoires très înlé- 
ressans, l'un dans les volumes de l'Académie de Berlin, année 1766, 
l'autre dans les Éphémérides de cette ville pour Tannée 1783. Ce se- 
cond Mémoire a été reproduit dans la Connais, des Tems^oxxT 1817. 
I«a méthode que cet illustre géomètre a exposée dans celui-ci , étant 
considérée analy tiquement , ne laisse rien à désirer; mais, sous 
le rapport de la pratique, elle n'a pu obtenir l'assentiment de tous les 
astronomes, à cause de l'extrême longueur des calculs qui en dé- 
pendent. Nous nous proposons d'exposer ici cette méthode , mais 
nous tâcherons de la simplifier de manière à la rendre susceptible 
d'ofirir les mêmes avantages que celles dont les astronomes font 
habituellement usage. 

Supposons, comme à l'art. 268, que les points de l'espace soient 
rapportés à trois axes rectangles, et que le plan des x, y soit celui 

3. â4 
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de récliptique. Adoptons en outre une notation analogue à celle de 
eet article, c'est-à-dire désignons par 
/, X la longitude et la latitude vraies de la Lune ou d'un astre ^; 
Zi , A la longitude et la latitude vraies de Tastre occulté B i 
gj h l'ascension droite et la déclinaiison du zénit; 
72, 9 la longitude et la latitude du zénit; 

4? * la parallaxe horizontale de la Lune et celle de l'astre occulté; 
r la distance du centre de la Terre au centre de la Lune j 
r' la distance de l'observateur au centre de la Lune; 
/ le rayon terrestre à la latitude J3'; 
r, A" la longitude et la latitude vraies du point C de contact d'un 
plan tangent à la sphère céleste ; 
01 l'obliquité apparente de l'éclip tique; 
enfin, appelons 2' la distance apparente des centres des deux astres; 
et supposons que les troispoins^,^, C soient dans rhémisphère 
boréal. 

Choisissons maintenant un nouveau système d'axes rectangulaires, 
ayant toujours pour origine le centre O de la Terre (fig. 27); mais 
supposons l'axe des x" dirigé vers un point C arbitraire de la sphère 
céleste, dont la longitude et la latitude soient T, A"; prenons pour 
axe desjj^" la droite OD dans le plan même de l'écljptîque, et pour 
axe des z" la droite OE perpendiculaire au plan des x"y . 

Cela posé, si l'on mène par l'origine O des coordonnées une 
droite égale et parallèle au rayon vecteur apparent r' de la Lune, les 
équations de ce rayon vecteur seront en général , par rapport aux 
nouvelles coordonnées, 

Celles du rayon vecteur apparent jR' de l'astre occulté seront de 
même 

ainsi la tangente trigonométrique de l'angle Z' de ces deux rayons , 
ou de la distance angulaire apparente des centres des astres, sera, 
comme l'on sait, 

expression dans laquelle il ne s'agirait plus que de remplacer P', Q', 
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p\ ql par leurs valeurs, si elle n'était d'ailleurs susceptible d'être 
considérablement simplifiée. Mais voyons auparavant quelles sont 
ces valeurs. 
D'abord on a 



X '' X 




et si l'on désigne par (r, x"), (^>yO) (^> O 1^^ angles que le rayon 
vecteur r fait avec les axes des x",y', z"; par a, i, c les cosinus de 
ces mêmes angles ; on aura visiblement , à cause des triangles spbé- 
riques ZAC^ ZAD^ ZAE^ ces trois relations (art, 54) 

!a = cos (r, y!') = cos (/ — P) cos X cos A'' + sîn X sîn X*^, 
h = cos (r, y) = sin (/— V) cos A, 
c =3 cos (r, ;:'') s= sin X cos A" — cos (/ — l!) cos Xsin A",, 

Par la même raison , on aura ces trois autres relations 

= cos {f^ ^') = cos (71 — r) cos q cos X"-f- sin q sin A"^. 
= cos (/,yO = sin (71 — l') cos qr, 
j^ = cos {fy 2") = sin 9 cos X" — cos {n — /") cos 5 sin A". 

Or, en projetant orthogonalement les rayons r, / et / sur les axes 
des *^, y, 2^', il est clair que 

x,, = ar — et/, 7,, = ir— /3/, z,, = cr— j./; 
de là et de ce qui précède 

n^ SS ^ s ^^""^ = *— ^ 
P , X, ûf — «ç û— ^y 

' x^ ar-'^m^ a— •+ 

PareiUement, si l'on désigne par ^, JB, C ce que devientient le» 
relations ( 1 ) , lorsque l'on change / en L et X en A , OU aura , re- 
lativement à l'astre occulté y ^ 

jy ._^ BR —fiç _ B-^fiir 

^ •" ^fl — «c~^ — «** 

'S^ étaiit le râ[ias de la plus grande parallaxe de hauteur de cet astre. 
On remarquera que les deuxsystèmesTl'équatioQS (i}> (â) satisfont 
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aux relations suivantes : 



(3){ 



a* + i* 4- c* = 1 , a* + jS* + >• = 1 , 
aa+Ji84-c>'5=co5(r,/)=cos(7i — AJcosXcosgf+sinAsin^; 



et que la méthode analytique actuelle signifie, en Géométrie , que les 
lieux apparens des astres sont projetés perspectivement du centre 
de la sphère céleste, sur un plan qui la touche au point C. 

348. On peut être curieux de trouver l'angle V^ que le plan du 
grand cercle, passant par les projections des lieux apparens sur le 
plan tangent, fait avec le cercle de latitude ;c V du point de contact Cj 
or, cela est facile, car soit en général 

réquation du plan de ce grand cercle; les coordonnées des deux 
projections dont il s'agit étant visiblement, en prenant le rayon de 
la sphère céleste pour unité, 

onaura ilf = ç'P'— /Q', N — Q'-.ç', P=/ — P'j et comme 
en général 

cos V = ^ 

v/Af* + iv* + />•' 

il viendra 

séc T^ — ^(^^ - p'^y + «?^ - ^)' +1^''^=^?? 

Supposons maintenant que les projections des deux lieux apparens 
et le point C soient en ligne droite; on aura alors j'P' ssp'Ç', et 
de l'expression précédente on tirera 

tang^ = ^^;. 

Lagrange, en donnant cette valeur particulière de tang V' pour 
le cas général, a évidemment commis une inadvertance. 

349. Toutes les formules de Part. 347 sont de la plus grande gé- 
néralité j mais il en est quelques-unes qui se simplifient lorsque 
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fastre A^ par exemple» est dans la direction de l'axe des x" ou en C. 
En eSèt, on a dans ce cas / = /', A =: A", et par suite a =: 1 > 
r = o, c= oj enfiti, 

ces deux dernières valeurs sont donc reffet de la parallaxe de 
Tastre ui placé en C. 

Supposons au contraire que Taxe des yl' passe par le centre du 
Soleil ; on aura 

/' = L, X'^ =s A = o, et par conséquent -^==1,-0== o, C = o. 

Quant aux équations (i), (a), elles deviennent 

!a ssz cos (/ — L) cos A, c A z= cos (n — L) cos qr, 

J = sin (/ — L) cos A, (a') < jS = sin (w — L)cosy, 
c = sin A ^ l y s= sin q. 

Malgré ces simplifications , la formule (M) serait encore beaucoup 
trop compliquée pour la pratique ; mais il est aisé de voir que , rela- 
tivement aux éclipses de Soleil, cette formule peut être réduite à 
celle-ci : 

(MO tang S' == V/(p' — P')'+(3' — </)•, 

sans qu'il en résulte une erreur d'un dixième de seconde. Soit, pour 
le prouver, 

V(/ — -PO' H- (5' -<?')'= tang (K 

on aura , pour le Soleil , 

et par suite 

tang 2' = ^^6^^0+/'«^°'^)^ 

Lagrange cherche, par un procédé très élégant,Ia difierence 2'—^ 
en série convergente, où la valeur du premier terme, dans les cas 
extrêmes; est moindre qiie js de s^onde. Pouf. parvenir ii cette 
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conclusion par une voie plus élémentaire et plus courte , prenons 
le logarithme de chaque membre de Péquation précédente , et déve- 
loppons : il viendra une série de la forme 

log tang 2' = log tang a' — Kfcos s tang ^ + KJ^R — Kps. . •; 

dans laquelle K =: 0)434ag4 est le module des tables. Or, le terme 
Kfcos s tang (t^ qui est le plus considérable de la série, acquiert ia 
plus grande valeur lorsque cos j =s i Tsoit donc a' s= 5"*; dans ce 
cas, la quantité /ne pouvant surpasser tang 8'',5, puisque pour le 
Soleil, n =: 8",5 à très peu près, on aura 

Xytang 0"' = 0,0000016 j 

c^est-à-dire que log tang a' devrait être diminué de 0,0000016. Mais 
par hypothèse, tang tr' = tang 5*, d'où log tang a^ = 8,9419518; 
ainsi log tang 2' ne différant de log tang a^ que de 0,0000016, il s'en- 
suit que 2' == ^ — o'',o6. Il est donc prouvé que, dans les éclipses 
de Soleil, et à plus forte raison dans les passages de Vénus et de 
Mercure sur cet astre, Ton peut toujours &ire tang Z'astang 0/^ 
sans craindre de jamais commettre une erreur de rs ^^ seconde de 
degré. 

Enfin j le même géomètre démontre que l'expression (W), quoique 
déjà fort réduite, peut cependant l'être davantage (voyez la Connais- 
sance d€S Tems pour 1817, page a56). En effet, d'après ce qui pré- 
cède, on a, par rapport au Soleil, 

/ ry b—fi>^ ^^ filr 

P ""• ^ = 7- -+- ■ 

a — «y a — «y ' 

en négligeant les termes du second ordre comme étant très petits. 
Pareillement 

* ^ a— «ij/ ' 1 — •♦ a — «y 

Mais a différant toujours très peu de l'unité, on peut supposer dans 
te terme oih, que a a: 1 ; ainsi on a simplement 
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partant, l'éqaaGon (Jf ) deyient 

(N) tang r = i:2!E£SE^^HME3!, 

€t donne la distance apparente des astres ayec une précision toujours 
très suffisante 9 soit dans les éclipses de Soleil ou les passages des 
planètes sur son disque, soit dans les occultations dés étoiles parla 
ïiUne. Dans ce dernier cas y l'on doit diriger l'axe des xf' par l'étoile 
ou par le centre de la planète occultée, et alors on a ^=2^9 A''= A. 
Faisant donc / — Z#=*,A — A=i£, les relations (i), (a) prendront 
la forme suirante, comme il est fecile de s'en assurer, 

a = cos u — asin* ^ t cos A cos A, 
(i") ^ b = sia t cos A, 

t ss sin u-i- asin* ^ ^sin A cos A, 

a = cos(;i — Z») cos A cos 9 4- sin A sin Çy 
(a") ^ i3 = Sin(n — L)cosg, 

y = cos A sin g — cos(n-^L)sin Acos^y 

et l'on aura en outre n ss o, s'il s'agit des étoiles. 

35o. Au commencement et à la fin d'une éclipse, les disques 
des astres paraissent en contact, et alors la distance apparente des 
centres est égale à la somme des demi^liamétres apparens. Ces 
diamètres apparens variant ep général à différentes hauteurs des 
astres sur l'horizon, la somme dont il s'agit ne peut être rigoureu- 
sement la même que celle qui est donnée par les Tables astrono* 
miques (art. a44) ; mais la variation des diamètres apparens n'étant 
réellement sensible que pour la Lune, qui est l'astre le plus près de la 
Terre , on se borne à évaluer V augmentation de son demi-diamètre. 
Qr, si c/est le demi-diamètre horizontal de la Lune, donné .par les 
tables, et d' son demi-diamètre apparent; si de plus ret r' sont 
respectivement les distances du centre de cet astre au centre de la 
Terre et au lieu de l'observateur, on aura évidenmient 

sin (f ss 7 sin cf. 

Reste à trouver l'expression du rapport ^. D'abord si l'on élève au 

quarré chacune des équations (c) de l'art. a58 , et qu'on fiisse une 
somme des résultats, on aura, en rapportant Fastre à l'écliptiqae^ 
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r^» s= r" — a/r [cos (n — /) cos X cos ^ + sia A sin igr] + /'; 

c'est ce que donne d'ailleurs immédiatement le triangle rectiligne rr^f.- 
Si ensuite on néglige, dans la formule (N), les très petits termes 
j8^ et yiTy ce qui est permis dans cette circonstance, et qu'on ait 
égard aux relations citées, il viendra, après avoir développé, 

(a-^a4)tang2' = V {b - /34)* + (c — y ^Y 

= v/(i — a') + 4' (i — «•) — a4 (*^ + ^)> 

d'où l'on tire aisément 

(a_a4)-tang*2'+(a — ot4)-=i — a4(aa+Ji8 + c>)+4^ 

ainsi, 

- = (a — «4) sec 2' = — -f j 
enfin 

sm a = 7—. 

a — «il/ 

Cela posé, soit Z7 le demi-diamètre horizontal du Soleil, donné 
par les Tables astronomiques; on aura, au commencement comme 
à la fin de Téclipse , 

Z' 5= d' + Z?, ou sin (/' = sin 2' cos D — cos 2' sin ZJ; 

substituant cette valeur de sin d^ dans la précédente, on obtiendra 
définitivement 

(P) tang 2' = tang D + ^:=^'^^ 

Cetle formule et celle (N) donnent le moyen de calculer toutes les 
circonstances d'une éclipse; mais afin de |>ouvoir y appliquer aisé- 
ment les logarithmes , il est nécessaire de leur faire subir préalable- 
ment quelques transformations. C'est pour avoir voulu les traitei' 
directement, que Lagrange a rendu sa solution numérique extrême- 
ment pénible, et même rebutante quand on veut l'appliquer aux 
occultations des étoiles. 

^application aux éclipses de Soleil. 

55i. Soit / — L = /; les relations (i'), (a') deviendront 

a = cos f cos A, ( a z=2 cos(n — Zi)cos^, 

(i^) ^ 6 = sin fcosA, (aj ] i^ = ^in (n — L) cos g, 

C = sin A; l y z=: sinq; 
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tt la formule (N) pourra, sans qu'il en résulte aucune erreur sen- 
sible , être écrite ainsi : 



(N) tang 2' =8 ^^^^ ^^^^ ^~ ^" ^ (4^— »)3^+ [«in a — aïn Y (4^^-)]» 

Soit, pour abréger, 

sin t ces A ss sin r^ 

cos t cos A — sin 0^4/ ss= A:, 
on aura, vu la petitesse des angle?, 

(N') tang 2' s= >^ («^° ^ — «^Q 0' + («'n ^ — «in /)* 

V^Qos (^-)"n (r -0 + cos Q^^^ln (A-/) ] 

Faisant donc 

(5) tang ô = cosKA+/)8in(A-/) 

^ ^ '^ cos i (r -f. c) am (r — ey 

<m aura définitivement 

(6) tang r = S2Li(L:t±)ji2±r:£) j 

et d'après cette notation, la formule (P) se changera en celle-ci : 

(7) tang (K = tang 2? (1 + jj^) 

Ainsi, à l'aide des équations (1), (a)', (3) et (4), on obtiendra la di« 
stance apparente 1,' des centres des deux astres , aux approches ou 
pendant la durée de i'éclipse ; et par le moyen de l'équation (7) , on 
aura cette même distance , lorsque ces astres se touchent et que le 
contact est extérieur. 

SSs. Lagrange a donné des Tables des valeurs de «, /3, y y rendues 
fonctions de l'ascension droite et de la déclinaison du zénitj mais 
leur emploi, vu le grand nombre d'argumens à former et de petites 
parties proportionnelles à calculer , ne nous paraît nullement pré- 
férable à celui de ces valeurs mêmes qui ne renferment , comme 
ici, que la longitude et la latitude duzénit,ou,ce qui est de' même, 
la longitude du nonagésime et le complément de sa hauteur ; c'est 
ce qu'un exemple numérique va mettre hors de doute. 

a. aS 



/ 



>94 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

Nous prendrons pour clémens du calcul ^ ceux que M. Delambre 
a employés à la page 453 du tome II de son Astronomie; ainsi 
nous ferons 9 

V 

Ascension droite du zénit. ... ^ = — 3i* 21' 57'' 

Déclinaison du zénit A =: 48 . 39 . 5o 

Longitude du Soleil L =: la. 6.56,7 

Longitude de la Lune / =^ 11 .29.48,8 

La latitude boréale idem. • • • A = 0.55.53 

7 diamètre horizontal du Q . . Z? = * 15.67,0 

X diamètre horizontal de C • • ^ = 34 •"^7?^ 

Parallaxe horizontale du O . . * = 8"5 

Parallaxe horizontale de C • • 4 =^ ^^' ^^''5 

4 — * = 64. 1,8. 

Cela posé y on trouvera n et g , c'est-à-dire la longitude et la latitude 
du zénit, par les formules 

tang 71 = cos « tang g H 2- cos q = — ^ ■ ■■ , 

OU sin 9 = sin A cos cû — - cos h sin » sin g y 

démontrées à l'art. a6o. 

TYPE DU CALCUL. 

Formules (m) déterminant le nonagésime. 

cos m = 9>.96â49 «în IV tang h = g^GBSga 

tang^ = 9,785o3 — c.cos^ = 0^06861 

9,7475a — 0,55914 g,7fl455 + o,53q5i 

+ o,53o3i 

tang n = — !<> 69' 5" = — o,oa883, log 8,45984 

X# = 12. 6.36,7 cos fi = 9,81986 

ft_L=:5-.i3*45V7 co8g = 9,93i39 

c.cos n = 0.000 18 

cosç = 9,76143 
•in 17 = 9,9 1 679 
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Formules (a^) et (4) évaluant V effet des parallaxes. 



sin q 
log(^J/— ♦) 

log/ 
f 



= .9*9*679 
= 3^51079 

= 3,4^758 
= 2G76'.6 
= 44'3G',G 



sin (» — Z») = 9,37635 — cos (/i — £) = 9,98735 
coiq = 9,75145 



cosA = 9,99998 
cos t = 9,99998 



log/8 = 
logC^J/— *) = 

loge = 
e = 

logn^ = 
«in i* = 



9,13778 — 
3,51079 

a,638B7 — 
— 435",o8 
— /i5",o8 



cos q = 9,76145 

log« = 9,73878 
log^p = 3,5i 191 

log«4' =■ 3,25069 

m^ = 1781^1 

= 29'4i^i 



9>9999S= 0,99990 



3,26069 — 

i:!?!^+ 0,99990 
7,93626—0,00863 



A 

-/ 
X-f 



o»55'53' 
— 44.36,54 



/ 
L 



ii*29'48'8 
12. 6.36,7 



— 8.43,54 r = /— Z,=s— 0.36.47,9 

— 523^54 



= — 2207 i9 



©• 80' 29^6 
0.40. i4>8 



Oi99»a7l.9>996^9=l«gfc 
log t = 3,34398— 

COSA = 9,99998 
log T =5 3,34396— 

r = — 2207'',8 

= — 36'47'8 
— e = + 7.15,1 

r— e = _a9.3a,7 



T 

T 



+ e = -44'2'9 
2 



22. 1,4* 



Détermination de la distance apparente. 



Formule (5). 

cos i (A +/) = 9,99997 
•log (A—/) = 2,71895 — 

C.COsi (r + c) = 0,00001 

c.log(r — c) = 6,75i36 — 

taog • = 9*^70^9 + 
cos # = 9,98184 — 



cosK''+0 

log (r — c) 
c log k 
c . cos 6 

logX' 

suivant M. Delambre. • • 
différence. .. 



Formule (6). 

= 9>99999 
= 3,24864 

: o,oo38i 

: 0,01816 

: 3^7060 = i864',6 
= 3i' 4*6 
31.4,5 

o,i« 
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Formule (7) donnant la somme des demi^diamètres apparens. 

log d = a,948oa 
c.logD = 7,01909 
c.log A = o»oo38i 

log jj2j = 9,9709* = o,935a5 

+ 1 



i,935a5 = Ç. 
log Ç = 0,08675 
logD = 2,98091 

log / = 3,36764 = i85a',o 

/ = 3o' 5a'o Jf = 3i' 4''6 

félon M. Delambre... 5o.5i,9 / = 3o.5a,o 

diiTéreiice... 0,1 distance des bords = ia^6. 

Le calcul précédent, qui est complet, n'a donc rien de pénible, 
puisqu'on peut n'employer partout que des logarithmes à 5 décimales; 
et il serait peut-être un peu moins long que la plupart de ceux dont 
les astronomes font usage, si Ton remplaçait par l'unité tous les 
cosinus qui en difiSrent très peu; ce qui n'altérerait pas sensible- 
ment les résultats. 

555. Pour donner une idée de la méthode trigonométrique par 
laquelle on obtiendrait les résultats précédens, nous ferons remar- 
quer que le triangle sphérique , qui a pour sommets le pôle et les 
lieux apparens des deux astres, fournit cette relation , 

cos 2' = sin r sin L' + cos r cos V cos (A' — A% 

en désignant par un accent les coordonnées apparentes (art â58); 
et à cause de cos m = 1 — < asin' ^ myon sl 

sin- i 2' = sin* i (/' — L') + cos t cos L' sin- i (A' — A'); 

formule qui a lieu quelle que soit la grandeur de Z', et qu'on pourrait 
transformer ainsi qu'on Ta enseigné à l'art. 77. 

Mais comme, dans le cas des éclipses de Soleil ou des passages 
des planètes sur cet astre, la distance apparente 2' est très petite , 
et qu'en outre la latitude du Soleil est nulle, on conçoit qu'en pareille 
circonstauce la formule dont il s'agit est plus facUc à évaluer nu- 
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mériquement. Il y a plusj pour ne pas calculer les parallaxes de 
longitude et de latitude des deux astres , qui serviraient à faire con- 
naître les lieux apparens de chacun d'eux (art. a64) , et par suite, 
tous les élémens de la formule précédente, les astronomes sup- 
posent que l'astre occulté est sans parallaxe de, hauteur; mais 
dans le calcul du lieu apparent de la Lune, qui se trouve fonction 
de sa parallaxe horizontale (art. a64), ils emploient par compensa- 
tion la parallaxe relative 4 — *. 

Il reste à déterminer le demi-diamétre apparent de la Lune. 
Plusieurs méthodes se présentent à cet efiet; d'abord en désignant 
par iï ce demi-diamètre , et conservant la n otationde Fart. a58 , 
on a 

sin {/' c= p sin £/, 
et par le même article , la troisième relation (c) donne 



r sin / cos V sin / 



/ ain A — sin II sin 17 cosV * sin A — sinn sinç^ 

mais la deuxième relation (^) est 

tang X' es <^Q«^("°^~"°^^^"^) ^ 

^ cos/cosA— sinncosncosf' 

donc 

j, sin d C08 ï cos a' 

sm a = — 3 : • 

cos /cos A— sin n cos n cos y 

Si l'on connaissait la distance zénitale apparente ^ et la parallaxe 
de hauteur 4r, on aurait visiblement 

-,= . /!f r, et enfin d! = . .!> r: 

mais cette distance étant inconnue, on l'éliminé de ce résultat par 
le procédé suivant : 

" Désignons par A l'azimut de la Lune au moment de l'observation, 
par A sa distance au pôle de l'écliptique , et par P l'angle que le 
cercle de latitude de cet astre fait avec le méridien du lieu ; on 
aura, en désignant d'ailleurs par J^A la parallaxe de distance aa 
pôle de l'écliptique, par J\P la parallaxe de latitude, 

%mA sinP sin A sin (P + i^P) 

-•iûû linCZ— »)» «in (ù 4- /û) "^ iukZ * 



y 
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Divisant ces deux équations l'une par l'autre, il vient 

8În(A-|-^A) . sînZ sip P 

«in A — aiii(Z — ir) 'sinCP + ZP)» 

et par conséquent 

sînZ sînCA + 'Û) «in (P + /'/>) 

ain (Z -— «-) sin A lin P 

Mais a =3= . .y v; donc 

sm (Z — wj' 

,, ,sîn(A + ^A) sîn(/— n + dP) 

sm A sin (/ — n) ' 

n étant la longitude du zenit, et / la longitude vraie de la Lune. 

354. La formule (N) est propre à faire connaître les erreurs des 
Tables de la Lune, lorsqu'on a recueilli une observation complète 
dans un lieu connu. En effet, si Ton j a observé l'heure de l'immersion 
et celle de Témersion, on calculera par les tables la longitude /et la lati- 
tude Xde la Lune , ainsi que les autres élémens de la formule (N),pour 
l'immersion , par exemple ; puis l'on déterminera par le procédé pré- 
cédent, les valeurs de 2' ctj'; et si elles diffèrent l'une de Tautre d'une 
quantité cTS', de manière que cr' = 2' + S^% cette quantité d^S', 
qui sera évidemment positive ou négative, selon que «^ sera > ou 
< 2', exprimera l'erreur provenant des tables. Supposons donc 
que les erreurs correspondantes en longitude et en latitude soient 
J'tet J^A; on obtiendra une équation de condition entre ces trois 
erreurs, en différenciant l'équation (N'). Mais remarquons que les 
petits angles e^/y 4 peuvent, dans cette opération, être regardés 
comme constans, parce qu'en effet ils ne varient pas sensiblement, 
quand £ et A ne reçoivent, comme dans le cas dont il s'agit, que de 
très petits changemens, et qu'il suffît de retenir les termes du second 
ordre; ce qui revient à supposer le dénominateur A: invariable.D'après 
cette remarque, on aura, eu égard d'ailleurs à la petitesse des angles, 



cTS'.tang 2' =3 cTA cos A cos (^) sin (a — /) ^ 

+ cTf cos Acos £cos (— ^) sin (t— e) - 



(8). 



Soit pareillement 



« 
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«rS".tang2"=«rAco8 A.co8(^4^) sin(x.— Z)^? 

+ H CO8 A, C0& t, cosf *^' "^ - M sin (t, — « ,). ^r- 



(9), 



réquation correspondante à Fémersionj la combinaison de ces 
deux équatbns linéaires, dans lesquelles on pourrait, sans incon- 
vénient, égaler à Funité les cosinus qui en différent très peu, four- 
niront les valeurs des deux seules inconnues //, J^A ; puis par 
les mouvemens horaires on trouvera l'heure de la conjonction 
vraie, et enfin la longitude et la latitude exactes de la Lune à cette 
époque. 

Par exemple, soient //, i'L les mouvemens de la Lune et du 
Soleil pendant une heure , et x Tintervalle de tems qui sépare la 
phase observée de la conjonction vraie j on aura, pour la longitude 
vraie de la Lune à cette époque, / + «^^ + xS^l^ puisque ît est 
Ferreur des tables, et xJ^l le mouvement pendant x heures. Ou 
aura aussi L + x^L pour la longitude correspondante du Soleil; 
par conséquent lors de la conjonction vraie, 



X 



l — L + i ^ t + ii ^ 



/ ' 
I 



fjL:=z J^l^^ cTL étant le mouvement horaire relatif en longitude. 

Bien entendu que dans les applications numériques , il faut prendre t 
négativement lorsque KL; il en est de même pour la latitude A 
de la Lune, lorsqu'elle est australe. 

Si, au lieu des équations différentielles précédentes, qu'il est h 
facile de soumettre au calcul logarithmique, on employait, comme 
le prescrit Lagrange, deux équations analogues à cette (N) dans 
laquelle Z' serait remplacée par a' ( poyez le n* 5^5 de son Mémoire)^ 
on se trouverait dans la nécessité de combiner entre elles deux 
équations transcendantes en A et en /, qu'on ne pourrait résoudre 
que par la méthode des substitutions successives; aussi voilà pour- 
quoi les astronomes ont abandonné ce procédé extrêmement labo- 
rieux, et considéré le problème des éclipses comme au-dessus des 
forces de l'analyse. 

555. Les erreurs des Tables étant connues, il est aisé d'obtenir 
la longitude géographique d'un lieu où il a été fait une observation 
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correspondante à l'une de celles qui ont servi à déterminer ces 
erreurs. En effet, au moyen de la longitude du lieu à peu près connue, 
et des Tables, on calculera la longitude, la latitude et la distance 
apparente des centres, pour ce lieu et pour la phase observée; mais 
l'on sera en erreur sur cette distance de la quantité cTS^^ , et sur les 
différences de longitude et de latitude des deux astres , des quan« 
tités S'tf^j cTa^^. En désignant donc par ilfle mouvement relatif en 
longitude pour i" de tems, et par i^ celui en latitude, puis faisant 
JV,^ = JfcT^ , cTa,, = JVcT^ (cT^ exprimant l'erreur en tems commise 
sur la différence des méridiens cherchée) , on aura , par ce qui 
précède, 

cr2,;ang2'' = i^cP(pcosX,cos(^^if^) sin (X, - f^^ ] 

4.JfJ^(pcos\,cosf,cos(l4^)sin(T,-0-'^ j 

d'où l'on tirera la valeur de ^. Ainsi , appelant ^ la diflerence sup- 
posée des méridiens, exprimée en tems, la vraie différence cherchée 

sera ^ + J^<p = ^ -{- ^, du moins si J'p est d'un petit nombre de 

secondes; autrement ce résultat ne serait qu'une première approxi* 
mation de laquelle il faudrait repartir pour arriver à un nouveau 
résultat plus exact* 

La méthode analytique de Lagrange, pour calculer les éclipses de 
Soleil, étant donc modifiée ainsi qu'il précède, se trouve réunir tous 
les avantages des méthodes pureipent trigonométriques usitées jus* 
qu'à présent^ et avoir avec eUes beaucoup d'analogie (voyez Vjtstro- 
nomie de M, Delambre, tome II, page 4a6). Montrons maintenant 
comment on peut l'adapter aux occultations des étoiles et des 
planètes par la lune. 

Application aux occultations des étoiles. 

356. En faisant coïncider le point où le plan de projection touche 
la sphère céleste, avec le centre de l'astre B occulté, on a (art. 349) 
l' c= L, X'' = A; ayant donc égard aux relations (l'Q, {p!')^ et 

la) ^ = u + - sm 1" cos X 

(i5) J5^' = cos « — - sin* 1" cos A cos A, 



&isaat 
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(i4) JÇ* =s (,], — ■*') [sin q cos A — cos (n — L) cos q sia A], 
(x5) 4«' = 4 [cos {n — ' L) cos 9 cos A 4- sia q sia A]» 

(16) JS: = ;?^' — sin 4«'i 

on a en général, à cause de 

(17) 7'=icosA,Es=/3(4 — *)ss(4, — *)8in(iî — L)co8î 
et de la formale (N), 



(18) tang 2' == Vl^^'^T^àne}' + [?.nF-,\nn. 

K 

Cette dernière formule, toute conforme à celle (N'), se prêle par 
conséquent aux mêmes transformations. Quant à la formule (7)1 U 
suffit d'y changer kenK pour la rendre générale ; ainsi 

(19) tang o' « tang Z7 + ^^ 

Pour appliquer ces formules aux occultations des étoiles, il suffit 
de làire 'ir=iOy puisque leur parallaxe de hauteur est nulle; on a 
en outre Z7 = o, par conséquent 

(ao) tang a' = ^^, ou simplement 7' zsz -^i 

357. Les astronomes ont cherché à découvrir, par la comparaison 
d'un grand nombre d'écIipses de Soleil et d'étoiles, si la Lune est 
douée d'une atmosphère. On conçoit en efièt que si cette atmosphère 
existe, elle doit, en réfractant les rayons lumineux de l'astre occulté^ 
et en les infléchissant derrière la Lune, influer sur l'instant précis 
et la durée des éclipses (voyez V^stronomie physique de M. Biot, 
tome II, page 553). L'écIipse annulaire du Soleil, qui eut lieu en 
1764', et qui fut visible dans toute l'Europe, parut offi'ir, par l'étendue 
et la variété de ses phases, des moyens de vérifier ce fait. Dionis^ 
du-Séjour la calcula, par des procédés nouveaux , avec un soin tout 
particulier; mais il ne put concilier les nombreux résultats de ses. 
calculs, comparés aux mesures directes de la distance des cornes 
du croissant prises pendant la durée de l'éclipsé, qu'en supposant 
autour du Soleil une irradiation de 3" 7, et autourde la Lune une irra- 
diation de a'' environ produite par l'atmosphère de ce satellite. Dans 
2. â6 
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cet^ hypothèse, on diminue de 6'' 7 environ k somme des demi^ 
diamètres apparenS donnés par les tables, parce que cesdemi-dia* 
mètres n'y sont pas dépouillés de l'irradiation ; de cette manière on a 
la distance des centres telle qu'elle se trouve réellement à ilnstant 
du commencement ou de la fin de l'éclipsé. 

Oette correctioii des demi-diamètres est admise par plusieurs 
astronomes et rejetée par d'autres. M. Delambre craint bien que 
l'erreur prétendue des diamètres ne tienne à l'erreur de leurs me- 
sures (payez son astronomie ^ tome II , page 4^5) ; mais il est 
incontestable que si l'atmosphère de la Lune existe réellement, elle 

est d'une extrême rareté. 

te 

Nous renverrons aux traités d'Astrctnomie , pour ce qui a rapport 
aux moyens à employer pour observer avec succès les éclipses dci 
Soleil. Nous nous bornerons à faire remarquer qu'il est absolument 
nécessaire de savoir a quel point du disque solaire doit s'effectuer lo 
contact; car comme, au commencement d'une éclipse, l'on n'aper- 
çoit le bord de la Lune que quand il échancre celui du soleil, on 
pourrait bien, en ne dirigeant pas son attention vers le point oii 
ie contact doit s'effectuer, ne pas recevoir la première impression 
du phénomène. L'émersion des étoiles, pour être saisie exactement, 
exige les mêmes précautions. 

Vu l'incertitude à laquelle sont sujettes les mesures micrométriquea 
directes, M. Ferrer a cherché à déterminer la valeur de l'irradiatioD 
ou de l'inflexion de la Lune , indépendamment de la comparaison 
de ces mesures avec les diamètres déduits des occultations d'étoiles 
ou d'éçlipsesde Soleil. Les occultations qu'il a observées il y a queU 
ques années, à la Havane , donnent , par une moyenne arithmétique 
a'',o7 d'inflexion. Cet habile observateur fit usage d'un télescope qui 
grossissait deux cents fois; et, comme alors les étoiles de prenodère 
^t de deuxième grandeur lui paraissaient avoir un très petit disque, 
il tenait compte, pour déterminer l'inflexion, du tems écoulé entre 
l'instant où le centre de l'étoile était en contact avec le disque 
apparent de la Lune, et celui de la disparition totale de l'étoile der- 
rière le disque réel (Co7i7zama/2ce des Tems de 1817, page 5i8)*, 

Bar exemple, le \b juillet 1811, Aklébaran était en contact avec 
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le disque de la Lune à ^ • • . .^ 17*8' aa%Lxnojeu. 

il disparut entièrement à • . . . 17.8.50,4 

de là, tems écoulé entre le contact et Foccul*- 

tation * lc5"o 

M. Ferrer en conclut une infletion de. . • • • 2,7. 

Calcul de la différence des méridiens de Paris 6t de Betiiît^ 

par roccultation d^une étoile. 

558. Comme en ce moment, nous avons moins pour but d'obbenit 
des résultats trcs exacts , que de guider le lecteur dians l'appIicatioÀ 
de la méthode précédente; nous prendrons pour exemple l'occul- 
tation d'Antarès, observée le 16 avril 1749, et nous emploierons la 
plupart des étémens calculés par Lalande, à la page 457 du tome H 
de son Astroiiomie : voici ceux qui ont été déduits de l'obser- 
Tation. 



^mmm 



moBt 



16 avril i^tfQ. 



Tems Trais de l'obserya- 
ftîôn 



A PARIS, 
imiÉenioo. 



i^i'ao' 



ABEaftLIN, 



immertioii. 



Idi 



Si 



'" ■ ■ ' "'■ ■"■■■■ ■ 



émcnion. 






I 

Mais à cette époque, on savait d^à que la longitude orientale de 
Berlin, comptée de Paris, était de 44^4'' en tems à fort peu prés; 
ainsi 



16 arril 1749* 



i^^iMtakMMMiAMAMi^ 



■ n tii i l i 



Tems vrais des observa- 
tions réduits à Paris 

Tems moyens corres- 
pondans 



i^ 



A PARIS, 



xSM'flo" 



i3.5.3a,8 



A BERLm, 



muncEsioa. 



i3*aa'i5' 



i3.a4.a7>6 



ëttienion. 



14* a8' 5o'' 
14.31. 1,8 



ii ^^^^ i y^|i^^jj i ^v^m||mimMf^ <> ntijM 



Lalande, faisant usag^ des Tables de la Ijune et du Soktl^ tpi 
existaient alors^ forma le tableau suivant: .,-. , 



«o4 
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Longitude de la (^ . . . 

Latitudede la (^australe. 

Parallaxe horizontale de 
la (Q y pour cbaque lieu 
(art. fl63) 

Tems vrais réduits en de- 
grés 

Ascension droite du Q.. 



A PARIS, 
immenion. 



3.47.58,7 



57.i6,a 



A BERLIN, 



immersion. 



i5 58. a, 3 



Ascensc. droite du zénit an* 18' a* 3 

Déclin, du zénit, ou la- 
fit. géocentr. moins Tangle 

de la vertic. avec le rayon 
(art. aSo) 



8-^5*43' 16'' 6 
3.47.18,7 



57.15,9 



ai 1*34' 45' 
i5.58,5o,7 



8-^6*ao' /8 
3.45.10,3 



57.17,1 



^ diani^trehoriz. delà (£ 
Augmentation (art. 353) 

{ diam. appar. de la (^.. 



48.38.5o 



i5'38'3 
^>9 



r' = i5'4i''a 



337033' 35*7 



aa8*» i3' So*' 
16. i.a4>7 



5a.ao.a4 



i5'38*5 
a>7 



r'=i5'4i'a 



fl44'ï4'54'7 



5a.ao.a4 



.*^M*i 



i5'38'8 
3,0 



r*=l5'4t'8 



' Les Tables de la Lune, par M. Burckhardt, fourniraient san» 
doute des résultats plus exacts; «mais peu importe pour rintell%euce 
de la méthode. 

Cagnoli , ayant calculé l'occultation dont il s'agît y trouva, comme 
Xalande, pour la position apparente d'Antarés, à l'époque du x& 
avril 1749, 



longitude apparente 
latitude apparente 

et à la même époque 



4 • 3â . 10, 5 (australe) ^ 



Tobliquité apparente de Técliptique (à = a3*a8'aa'^ 

Nous remarquerons que les Tables de la Connaissance des Tems 
ne donnant ordinairement que les ascensions droites et les décli- 
liaisons des étoiles, il serait nécessaire de recourir aux formules de 
Fart. a59, pour déterminer leurs longitudes et leurs latitudes; mai» 



X 
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Ibomme il s^agit ici des lieux apparens, on prenclfait pour iA et 27 
rascension droite et la déclinaison apparentes déterminées par le 
procédé de l'art. 281. Enfin, l'on emploierait l'obliquité apparente 
déduite des Tables solaires (art. a44)4 

La première opération est de chercher la distance apparente des 
centres des deux astres, afin de pouvoir la comparer à la somme des 
demi-diamétres apparens, et de connaître ainsi l'efTet que produisent 
sur cette distance les erreurs qui affectent et la différence supposée 
des méridiens, et le lieu de la Lune déduit des tables. 

Détermination de la distance apparente des centres des deux 

astres, lors de Vimmersion à Paris. 

Il résulte de la notation et des données précédentes , que 

Tobliquité de Técliptiqne « = aZ? oSf aa' 

longitude ^ / = fl45.3i .42,4 latitude (^ ^ = — 3* 4/ 58*7 

longitude ^L= 246.16.19,2 latitude^ A =z -— 4*32. io,5 

t=:l^L = —0.44,36,8 a=:A — A = +0.44.11,8 

— _a676%8 =+265l^8 

ascension droite du zémlg* = 21 1® 18' 2^^ 
déclinaison du zénit, A=: jfli,5S.So, 

Formules (m) donnant le nonagésime. 

cos m = 9,96248" sin m = 9,60022 

•Mg g = 9,7839 i tang A == 0,05544 

. 9,7463$ = 0,55768 c.cosg3= o^683i ^ 

—0,52963 9>7^397 = — 0^52965 
tang I» = -f- d,o28o5 

log tang n s 8,4479^ » longit • du zénit n = 1 8 1 "" 36^ 24' 

L = 246. r6«i9,a 

/.cos g" = 9>93t6g — n — L sk — 64.39.55^2 

/.cos h = 9,82000 
e.Iog.cos n = 0,00017 — ^^ 

/.coa q =s 9,75i86 + 
/,sia q =s 9^91658 = log.sin.latitodé dû zémt^ 



/ 
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Formules (xa) et (17) donnant les principaux élémens de la. 

distance apparente. 



log.tV 



logt 

idem 

sini^ 

c.loga 


= 3,42762 - 

— 3,42762 . 

^ 4*68557 
== 9*69897 


— 










/.COS A 


1,23978 
= 9*99904 












•sini" 

». COSA 

a 


= 1,23882 




1,23882 








lin A 

c.log.cosu 

log^u 


=s 8,89811 - 
— 0,00004 

=z= 0,13697- 

= — 1*^7 
=: a65i,8o 


- finies:: 

-I.cosA == 
log^^' = 

m 


: 4.68557 
5,92439 

: 9*99863 
: 5,92302 = 


■ log 
log 

i 


a 

BOa a =3 
zoau ^ 


cosxcos A 


/a : 
s : 


0,0000837 


9.9999S 


/^ = 


= 265o'43 = 

= 44' 10^4 
= 3,42762- 

= 9,99904 


9.9999» 

— 0,00008 


logt: 

] . COS A 


9.99983 



log T = 3,4a666 = — a67o*,9 
T = -44'3o',9. 

Formules (i4) et (i5) évaluant V effet des parallaxes. 

a.ZScrrr — = — a24',27 ^T^^^Zv/'M 

log ain A = 8,8981 1 — log cos A = 9,99864 

logsing =3 9,91658 log cos 9 = 9,75186 

log (>|/ — *) = 3,536o8 3,536o8 

log.cos A = 9,99864 1. COS Çn — L) ==: 9,63i57 

3,45i3o + = 2826^8 L8mA = 8,89811^ 

4-65,7 1,81742— =:~65',e8, 

F= 2892,5 
= + 48'ia'',5 

Dans ce dernier calcul, le log 3,56077 supérieur est la somme 
des trois log. suivans^ savoir, l.sin A, l.sin q et log (4"^"^) > ^t 
le logarithme infcrieur 5,45i5o est la somme des trois logarithmes 
immédiatement supérieurs, savoir l.cos A, log (4 — ' **"), l.sin q. 
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On'a tivaxàtiË i formules (16) et (17) , et par ce qui précède, 

log (^J. — i') — 3,536o8 + i%f%4 

1.8iii(n— L) = 9,96607 — -^ a34>a7 

l.cos q = 9>75i86 ^j = + GoS'B/ 

log £ = 3,04401 - ^ 1 ^.. = 0,78073 

E = 3j75£^= - «SW^ Jog ri-' = 4,6855y 

f;= 9>99983 logV = 7,4663o 

- 4* = -^0293^ ^, ^ CooagaSa 

^ = 9»9969 o log K s= 9,99866 

F — fl65o''4 T = ~ ^67o''9 

F = 0892,5 £ = — 1754,0 

r+F= 554a,9 7'-H£: = _44^ 

- i(^+iO = 2771,4 i(r+^ = -^212,4 

= 46^1 l'g =— 36'5a% 

Formule (18) donnant la distance apparente des centres. 

l.coaH^ + /0 = 9^99996 l.cosi {T+E) = 9,99998 

log (^ — /?> = fl,38399 — log (r— iE) = a,9623a 

c.log 003^(7'+ £) = 0,00002 c.log/^ = o,ooi35 

c.logCT'— £) = 7,0^768— c.logcosé =c 0,01464 

l.tang I = 9,4a 1 65 + logl/ = 0,97839 =961 '^aS 

•in I = 9,40701 — distance appar. Jf = i5'5i',3. 

Formule (20) donnant la somme des demi-diamètres apparens. 
Lors de llmmersion à Paris , on avait 

demi«damètre horizontal de la ^, ou J = i5'38'',3 = 938',3; 

de là 

log ci = a,97234 
c.log^ = 0,001 35 

log / = 2,97369 ; 

ainsi, demi-diamètre apparent de la ^ , ou r = 941'a = i5'4i'>a 
mais d = 998,3 

donc, augmentation = a^g comme Lalande. 

En calculant de la même manière l'immersion et i'émersion à 
Berlin, on trouve 



ao8 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

pour l'immersion, dislance apparente 2" = i5'5i"i3, 
pour rémersion, distance apparente Z'^' = i5.45,âo. 

n est à remarquer maintenant c[ue si les Tables lunaires étaient 
parfaitement exactes, et que la différence en longitude de Paris et de 
Berlin fut telle que nous l'avons supposée, on devrait avoir 2'=a^, 
2"=o^', 2'''s=o-'''; mais celte identité n'ayant pas lieu, et les 
valeurs de a', a^', ^" pouvant être considérées comme exemptes 
d'erreurs, puisqu'elles ne sont pas influencées par les élémens sur 
lesquels il reste de l'incertitude , il s'ensuit que 

tr' — 2' = cTZ', er" — 2" = S%\ a"* — 2'" = ^"' 



seront les erreurs cherchées. 

Lalande, pour avoir égard à l'inflexion (art. 367), a diminué de 
5'', j le demi-diamètre apparent de la Lune; ainsi, en admettant les 
résultats ci-dessus, et les valeurs tirées du tableau précédent, on a 

cr2' = ~ i3^5, ^H^ = — 13",4, cr2''' = — 6",9. 

359. Pour déterminer les erreurs des Tables lunaires, et celle 
qui affectela différence supposée des méridiens, on procédera ainsi 
qu'il suit. 

La formule (18) étant différenciée dans l'hypothèse posée à 
Fart, 554, on a d'abord 

cTrtang 2' = ^ [sin {T—E) cos(^^±^cos T.^T 

+ sin (/^— F) cos (^^) cos^.cT;^]]; 
mais r= t cos A, ^T=i J't cos X; 

de plus on a , à très peu prés, 

cos r= cos ty et cr/^= cTa = cT (X — A) = J^X; 
donc 

sin (T—E) cos ( ) 

(^) ^ = Tiiîiï^ 



.r 



cosXcos tM-h 



,in(r— F) cos (p^) cos F.ir 



I sia(r— £)co»(^^t^ 
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Bin (T—E) cos (^^^^^^^ 

OU bien, à cause de cos fl = j^ — p— 2 — : ^ on a plus sim- 
plement 

{h) cTS' = (cos fl cos K cos tM+ sin fl cos y.S'f^ ^^. 

Par l'examen des formules (a) et {h) Ton voit que cos 6 est né- 
gatif, si sin {T — E) est négatif^ et que sin fl a le même signe que 

sinC^— i^). 

Dans ces deux formules différentielles , «Tf et cT/^ représentent en, 
général les.erreurs totales en longitude et en latitude, provenant 
tant des Tables lunaires que de Tinexactitude de la difiPérence des 
méridiens employée pour calculer le lieu de la Lune ; en sorte que 
S^' est l'efiet de ces erreurs sur la distance apparente. 

Soient ilf le mouvement horaire de la Lune en longitude , et m soii . 
mouvement horaire en latitude. On avait , au 16 avril 1749 et d'après -. 
les anciennes tables, 

itf = 3988",5, m = ii5",46; 
d'où 

log g = 8,765906. 

• * 

Pour introduire le rapport ^ dans la fcnrmule (Jb) , nommons ^T 

l'erreur commise sur la différence supposée des méridiens , <r/ et 
cTA les erreurs en longitude et en latitude des Tables lunairesj la 
formule dont il s'agit, et qui est de la forme 

(c) cTS' = pH -f- q^f^j 

deviendra pour l'immersion à Berlin , et en exprimant S'T en seconde^ 
de tems, • 

pour l'émersion dans le même lieu , on a pareillement 

En effet, puisque, par hypothèse, l'on s'est trompé de ^T sur la 
dîfi^érence des méridiens , et que le mouvement horaire de la Lune 
2. 37 
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est M en longitude , il s'ensait que ^g — est Terreur que cette h j- 

polhèse occasionne sur la longitude calculée de la Lune. De même, 
puisque m est le mouvement horaire en latitude, Terreur, sur cette 

latitude, est représentée par gg^; donc 

Cela posé , si on calcule , par lesjogarithmes à 5 décimales y les 
coefiîciens des formules (c), (tf), (e), on trouvera successivement 

(cT) i5",5 ss 0,96765^^/ -h o,356o5crA, 

(d') i3",4 e= o,86a76J*/ + o,5o86o4rA -|- 0,49887/7, 

{e') 6",9 = — o,85i88cr/ + o,5a756«rA — o,45365«rr, 

à cause de 

l.taDgê = 9,42i65, I.tang 8' = 9,76966, l.tangfl"= 9,70984 — , 
l.sih fl =9,40701 — ,I.sinO' =9,7o5o3— ,l.sinfl" =9,73063— j 

équations qu'il s'agit de résoudre par les voies ordinaires. 
D'abord on en tire ces trois valeurs , 

(I) n == i5",95a — o,a646l«^^, 
(U) «T/ =3 i5",65i — o,5895i«fX — o,57xa7«rr, 
(III) J^/ = — 8", 0997 H- o,6i9o5J^A — o,5335o<rrj 

|iaîs, en les combinant deux à deux, on a 

(II) (I) o = i",579 ~ o,3a49oJ*\ — o,57ia7<rri 
(in) (I) o = — a2,o5i7 H- o,88366«rA — o,5335o<rr, 

ttpar suite 

(IV) «Ta = 4",8599 — i,7583<rr, 
(V) J^A = a4",955 4- o,6oa6o«rri 
d'oà l'on tire 

(V> (lY) o = aof>95i -f- 3,5609/7, 

de là /A = a4",955 — S",i3» = i9",83j 

enfin // s i3",95a — 5I',25 = 8",7. 
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Il résulte de ce calcul, que les Tables de la Lune, dont Lalande 
a fait usage y donnaient à l'époque de l'occultation une latitude trop 
feible de ig^Sa, et une longitude trop petite de 8'',7. Cagnoli, qui a 
calculé le même exemple par ses formules, a trouvé i7",7 pour la 
correction de la latitude, et 8'',3 pour celle de la longitude (voyez sa 
Trigonométrie). 

Nous avons supposé originairement, que la longitude de la Lune 
était trop petite par suite de l'erreur commise sur la différence des 
méridiens , et qu'il Sdlait en conséquence l'augmenter de la quantité 

^g— ; mais dans le cas particulier ci-dessus, on a cTT s=: •— 8",5; la 

longitude de la Lune est donc trop grande au contraire; il faut donc 

la diminuer de ^^ • 8'^,5 =: 4^7 , ou de 4'',â6 selon Gagnoli. Or, 

en augmentant de 8'',5 la différence des méridiens 44'4'S c'est-À-dire 
en la portante 44'i3'',5, on comptera 8'',5 de tems de moins à Paris 
au moment du phénomène , puisque Berlin est à l'orient ; et pour 
lors le tems se trouvant moindre , la longitude de la lAine, calculée 
par les tables, sera nécessairement plus petite. 

On voit donc que le problème des occultations des étoiles , qu'on 
n'avait pas encore résolu d'une manière tout-à-fkit analytique, est 
susceptible de l'être avec assez de simplicité. Il y aurait encore bien 
des choses à dire sur cette matière, mais ce serait sortir des limites 
dans lesquelles nous devons nous renfermer. Ceux qui voudront 
connaître le moyen de déterminer les longitudes terrestres par les 
distances de la Lune au soleil ou aux étoiles , le trouveront expliqué 
dans l'Ouvrage de Borda, qui a pour titre : Description et usage 
du cercle de réflexion, etc. ; ainsi que dans V^stronomie de M. De- 
lambre, tome III, chapitre xxxvi. 
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LIVRE SIXIEME. 

QUESTIOKS DE HAUTE GÉODÉSIE. 



CHAPITRE PREJNflER. 

u4nalyse des triangles sphémïdiques. 

36o. Ajorsqu'on réfléchit sur le principe de la^ méthode employée 
dans le chapitre XV du livre III, on reconnaît bientôt qu'il repose 
sur une considération dont l'exactitude n'est pas rigoureuse. En effet, 
par rapport au sphéroïde elliptique de révolution , la ligne tracée sur 
sa surface, par les opérations géodésiques, ou celle que l'on considère 
conime la route d'un rayon de lumière qui* va d'un point à un autre, 
est une ligne de plus courte distance et à double courbure, à moins 
qu'elle ne coïncide avec le méridien ou l'équateur (art. 160). Les 
deux élémens extrêmes de cette ligne ne sont donc pas en général 
dans le même plan. Cependant, nous avons supposé jusqu'à présent 
que la perpendiculaire à la méridienne, ou qu'une ligne géodésique 
quelconque était située toute entière dans le plan vertical passant 
par ses deux extrémités. A la vérité, l'erreur provenant de cette 
hypothèse est presque nulle dans la pratique, les côtés des triangles 
qui forment un réseau efissent-ils deux degrés d'amplitude^ mais, 
pour détruire le doute que l'on pourrait former à cet égard , M. Le- 
gendre a donné , dans les Mémoires de l'Institut pour Tannée 1806, 
une analyse des triangles tracés sur la surface d'un sphéroïde. Les 
principaux résultats auxquels ses savantes recherches l'ont conduit, 
sont, que dans tous les cas où le réseau trigonométrique s'étend sur 
une surface quelconque, mais peu différente de celle d'une sphère, son 
théorème, relatif aux triangles sphériques très petits, a lieu (art. 100); 
et que les formules (a'), (6'), {c) des art. 1 92 etsuiv. qui donnent les 
positions géographiques des sommets des triangles, sont suffisamment 
exactes. Comme nous nous sonmies proposé de traiter aussi les 
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questions de haute Géodésie^ nous allons commencer par exposer les 
principes de la résolution des triangles sphcroïdiques. 

Equatiom de la ligne la plus courte sur V ellipsoïde de réuolution. 

36i. Soient P le pôle de la Terre (6g. a8), s l'arc M'M'' de plus 
courte distance, H\ H^' les latitudes vraies des points M\ M*'; 
A', A" les latitudes réduites de ces mêmes points, H la latitude vraie 
du point ^ où le méridien P^ est perpendiculaire à la ligne géodé- 
sique M'M!^ et X sa latitude réduite; /^', /^" les angles azimutaux 
PM'A^ PM^A\ enfin (p' et (p" les longitudes des points Jl', M!\ 
comptées du méridien PA. Il s'agit de trouver des relations entre 
ces diverses quantités, dans l'hypothèse que la Terre est un ellipsoïde 
de révolution, et quelle que soit d'ailleurs la grandeur de la ligne 
géodésique s , par rapport aux arcs elliptiques PM* , PM'. 
' Si z^ == o est l'équation d'une surface courbe quelconque , l'une 
de celles de la ligne la plus courte sur cette surface sera, d'après 
l'art. i65, 

Or , l'équation d'un solide de révolution , quelle que soit d^ailléurs la 
nature de la courbe génératrice, est 

«• 4- J^* H-/W = w = o, 

y* étant le signe d'une fonction quelconque, et l'axe des z étant celui 
de rotation; ainsi les valeurs des coeffîciens aux diiférentielles par- 
tielles sont 

l'équation (i) devient donc 

xddy -^jrddx = o, 
et, en intégrant, l'on a 

xdy — ydx = cds. ' 

D'ailleurs si l'on fait CTou z = f , T3f' = g, le triangle rectangle 
Cpiriy dans lequel Cp=tx^ pm cz y et Cm := q^ donnera évi- 
demment 

X ssçcos^", j^sB jôin^"} 
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par conséquent, en diSërenciant, l'on obtiendra 

dx = dq cos (p" — q sin <p".d(p" \ . . 
dy s= dq sin fl»" + ç cos ^".rf(p" J ^"^' 

et Ton aura, par une combinaison de ces quatre équations, 

^dy — ydx = j*(f^". 
Con€luon$ de là , que 

D'un autre côté, le triangle élémentaire a!nt!jM!^ ^ rectangle en m\ 
donne 

sin PM'A ou sin /^" =$', 

et les deux arcs semblables F G = cf^" et a W étant proportionneb 
à leurs rayons respectifs CZ^ et j — rfj, Ton a 

en prenant toutefois CF* = i , et négligeant le terme du second 
ordre — dqd^^ ; donc 

sin />^" = ^, et î sin ^' = c; 

ainsi la propriété de k ligne la plus courte est de rendre q sin f<^ 
constant. 

Remarquons en outre, que Ton peut prendre pour méridien fixe 
ou pour plan des xz , celui qui est perpendiculaire à la ligne géode- 
sique M' M' = s. Soit donc PA ce méridien ; alors au point ^, 
Tazimut /^" = loo* , et la constante c est égale à ^/, valeur ini- 
tiale de 9. 

De plus, réqualion différentielle d'un arc ifcfiM" étant 



I 

^ 



ds sszy/dx* H- </jk*+ dz*, 

elle devient, à cause des valeurs ci-dessus de dx et dy, et faisant 
attention que s =s {, 

ds^ ss= dq' + ^r'^lp"* -f <ft». 
Substituant ici pour ds sa valeur ^-^^^ ensuite éliminant £/(p'', on a 
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ç« (?• — c*) (/(?"• = c* {de^ H- Jg*) 1 

(^r* — c*) ds^ = 5* (dtr+ dq') j ^^^• 

Avant d'intégrer ces équations, il faut en éliminer Tune des 
variables t^ q k l'aide de l'équation du méridien mobile P3ï'Fy 
qui est 

Mais, pour parvenir aux résultats les plus simples, introduisons une 
nouvelle variable A'S telle que l'on ait Tabscisse 

/ = i sin A'', 

auquel cas A" sera l'angle que forme avec l'équateur, le rayon h du 
cercle inscrit au méridien mobile PM'y et dont la variable t est 
l'abscisse d'on de ses points* Cette valeur étant introduite dans 
l'équation de ce méridien , on a l'ordonnée 

qz=z a cos A". 

Il résulte de là que la constante c, qui a pour valeur q sin ^'', 

devient 

c s= ^i sin P^^ cos A^ 

A un autre point M' de la plus courte distance , pour laquelle A'^ 
se change en A', et ^" en /^% on aurait de même 

c = a sin ^' cos A'. 

Enfin an point A où Tazimut de A M' est supposé de loo'y on 
aurait, en désignant par A ce qu^ devient X% 

~ cssacosA; 

il résulte donc de ces trois valeurs, la relation 

cos A = sin ^' cos A' = sin /^" coS A'' (4). 

Ainsi les sinus des angles azimutaux , aux extrémités d'une ligne 
géodésique, sont entre eux réciproquement comme les ordonnées 
de ces points. 

Maintenant si l'on substitue dans les formules (3), pour f, ^ et c 
leurs valeurs respectives b sin A", a cos A" et a cos A, et que pour 
l'uniforinité de la notation, l'on écrive ds^' au lieu de ds-^ on aura, 
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parce que 9" augmente quand A" diminue, 

, ,, _^ dx^ C03 A / g'^ sin' x" + 3* cos^ 

^ ""^ acosA" V cos* A* — cos' A 

c/^ 5=s — aA" cos A" 1/ rT7 ^ >. 

V cos* a" — cos* A 

ce sont les équations difierentielles de Parc perpendiculaire AM^. II 
est évident qu'on a de même, pour celles de Parc AM! ^ 

t . Ja' cos a /g* sin* a' + fe* cos' >! 

^ "^ a cos y V cos* a' — cos* A 

. / ,^, ^ ^, , /o* sîn* y + 6* cos* y « (* V' 

rf/ = — aA COS A' 1/ ^ ^ .— 5-— 

V cos* a — cos* A 

Il est remarquable que la variable A'' se déduit immédiatement de 
, la latitude lï' du point M'y car, à cause de Tiaf " = a coi A" et de 
CT = 6 sin A" , on a , pour la sous-normale TO de ce point, 

TO = %.b sin A" = y .sin A", 

et de là 

7^, ou tang -ET' = 5 tang A''j 

donc réciproquement 

tang A" = I tang iï''; 

c'est aussi ce qu'on a trouvé d'une autre manière à l'art 170. 

M. Legendre appelle A" la latitude réduite du point JkC'j parce 

que sur le sphéroïde aplati, elle est en général moindre que la latitude 

y* vraie ^MVlais à cause du peu de différence de ces quantités, dans le 

cas du sphéroïde terrestre, il est commode et exact dans la pratique, 
d'évaluer Jï" — A" à l'aide de la série 

ou de celle-ci : 

6elon que IT' ou A'' est connue» 
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Il est évident que l'on aura aussi entre H' et X', la relation 

tang X'=-tang H\ 

puisque, d'après la définition ci-dessus, A' est la latitude réduite du 
point M dont la latitude vraie est H'. Même observation pour le 
point A. 

36a. M. Legendre rend très Êicîle Tintégration des formules (é'% 
par l'introduction d'un angle subsidiaire et quelques transformations 
ingénieuses : toutefois elles se prêtent assez aisément à cette opéra- 
tion, en changeant sous les radicaux les cosinus en sinus, et j fai- 

sant, pour abréger, — ^^ = 6. En effet, on a d'abord 
as z=: — j^ yx -{- c sm* a, 

(«in* A — sin» a')» 



cos A cos a' d)! 



j^ o cos A cos A aA ^ t . • . ^/ 

a^ = — - . 7. VI + € sm' A , 

^ 008* a' (sin» A — sin* a')» 

puis développant le facteur \/i -f- «sin* A' jusqu'au terme de l'ordre s* 
inclusivement, les premiers termes des valeurs de ds et d^ seront 
respectivement 

6 J. sin a' . b C08AC08AVa' 

(sin^A — ain*A')i' « ' cos* a' (sin* a— sin* A')* ^ 

ou bien 



- sin a' , tang a^ 

*sinA - h tang A 

7, et — * - — — — j-Tj 



(gin* a\» ^/ tang* a\ » 

sin* A/ V tang* A/ 

car, par les formules trigonométriques connues, l'on a 

sin* A — sin*A'=(tang*A— tang'Â')cos*Ajos*A.'. 
Quant aux autres termes, ils seront de la forme 



'du. 



1.» 

(ft*_u«)» 



et Ton aura en général 

u'^du u"*"* i/fc' — a' , m — 



(fc* — u»)î "* m J j^. _ ^, ji > 

2. 93 
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ai donc l'on intègre^ il viendra^ à cause de - s=: i •— 4 « «4- 1 €*. •*• • »^ 



?_ ^/. 



jB=[i + ^ 6 sin* A — ^ «• 8in< X] arc (cos = ^) 

-^.•8in*xL-j^,- (1- ^ J, 
^ = arc(co8s=^') 
— [î«— I «• — T6 «'sin'XlcosxH^arc (cos = ^)] 

+ Ta *• Sm* A COS A -T— - ( X r-T— ) L 

• ** LamA \ 8in*A/.J 

Il n'y a point de constantes à ajouter, parce qu'elles sont nulles en 
même tems que s et ^\ en effet A' se change alors en A. 
Maintenant soient 

cr = arc(cos = J|^), et « = arc (cos = g5|^), 

ou, ce qui revient au même^ 

_ sin a' tane a' 

COS 9 = -r— , COS c» S? r— r î 

fiin A ' tang A ' 

on voit d'abord que ces deux relations appartiennent évidemment 
à un triangle sphérique rectangle dont les côtés de l'angle droit sont 
(loo' —A) et (T, et dont les angles opposés à ces mêmes côtés sont 
respectivement J^* et ai. De plus, il est remarquable que tr est pré? 
cisément l'angle auxiliaire employé par M. Legendre ^ partant^ 

tang cê = — s- - — ( 1 -— -: — ) s= 1 sm ac 



.3./ 



tin' a'/, tin» a Va , . , • a i . • 

S?5rV~S?I>) =cos»(r8m(r = |sm4(r+^sm2crj 

et par conséquent 

■ 

j = (1 H- i « sin* A — ^ É» 8in< A) «■ 

+ (i < sin' A — ^ £* sin* A) sin air } (^) > 
"" lî? ** 8in< A sin 4or 
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+ ^fi* sin' Xcos A sîn a^ J 

Comme il est utile en outre d'avoir la valeur cte 0* en fonctioa 



de r, je vais retourner la série (A), et employer à cet efibt la for- 
mule de M. Laplace; savoir, r^ /V y é'»'»***^*^ 

Au) =m+ , ia)r (a).. + iK^fça . L- 1 f^oi^-r 

dans laquelle/' (a) = -^^—y et. qui a Ifeu lorsque 

u = a -f- i^ (a) (D)> 

9 et y désignant ici des fonctions quelconques. 

Or, afin de donner à l'équation (A) là forme de celle (D), il convient 
de prendre la valeur de o- et de la développer jusqu'aux termes en ^ 
inclusivement ; de cette manière on trouve 



5+É[-i58m*A+^€Îsin^Â 



I sm 3^ sin* A -+• -j^ € sin sa- sîn* A"» ^ ^ ^^ 
+ ii? fi sin 4^ sin* A 

et l'on voit^ en comparant ce résultat à (D), que Toi» a u=icr^ 
as=j, et 

^(u)=ç(^)= — :;jSin*A4-^€jsin*A — ^sinao-sin^A 

-f-^ €sin ao-sin^ A 4- g|^:i sin 40* sinf A; 
de plus comme ici 

/(u)=.r, /(a) = J, l'on a !^ =/' («) = !, 
par suite 

4- ïî « 8in a Q sin* X+ ^ < ôin 4^) 8ia< X, 
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=igC08a(i)sin<A-|-^8in4(i)8m*A(*)î 
donc la série (C) se change en cetle autre 



j(i — i€8m*AH-^e»sin<A) 
— sîn af t) [| « sia* A — î^ £• sin* A] 
4-ico8a(i)(î!j€«8in«A) 
H- tIj €• sin 4(j) sin* A 



(E)i 



ce qu'il allait trouver. On parviendrait aussi à cetle série par une 
méUiode tout-à-fait élémentaire, celle des coefficiens indéterminés; 
mais le calcul serait un peu plus long. U faudrait, dans ce cas^ 
supposer 

(r = J + P€+Q€*4...... . (F), 

et tirer de là 

sin 2a = sin 2^g)H-2Pi,cos5/|\ 

sin A(r = sin ^(Ç); 

car en substituant ces valeurs dans la série (D') ordonnée parrap^ 
port à €, puis la comparant terme à terme avec la précédente (F), 
on aurait autant d'équalions de condition qu'il y a de coefficiens à 
déterminer. 

Les résultats (A), (B), (E) sont les mêmes que ceux auxquels 
M. Legendre est arrivé par une autre voie. Pour en déduire plu- 
sieurs conséquences utiles, occupons-nous d'abord de la recherche 
des formules sur lesquelles est fondée la résolution des triangles sphé- 



(^ Ce résultat ne renferme point le qnarré du premier terme de f (a) « parc* 
que la difFérentielle est réellement prise par rapport à «*; en effet , si après avoir 
éleyé f (u) à la seconde puissance et multiplié par y^(a) = i>on différencie rela- 

tivement à r , il fandra ensuite faire r = ti ce qui revient à rejeter le tenne snp* 
primé. 



N 
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roïdiques formés par deux méridiens et une perpendiculaire à l'un 
d'eux, et qui peuvent servir à vérifier si les observations de latitude, 
de longitude et d'azimut Ëiites en difierens points de cette perpen* 
diculaire s'accordent avec l'hypothèse formée sur la figure de la 
Terre. 

De la résolution des triangles sphéroïdiques rectangles. 

363. Soient, comme ci-dessus, 52a, ah le grand et le petit axe de 

l'ellipse du méridien, et € = — r; — ; soient en outre s un arc de 

plus courte distance perpendiculaire à ce méridien ; H y H' les lati- 
tudes de ses extrémités M y M'\ ^ la dififérence en longitude de ces 
mêmes points ; et supposons l'arc s perpendiculaire au méridien qui 
passe par le point M. Enfin soient X, X' les latitudes réduites de M 
et de M ; on aura , d'après les propriétés de la plus courte distance 
sur la surface du sphéroïde de révolution, et quelle que soit la 
longueur de cette ligne , 

(1) tang X = ^ tang H, (2) tang X' = ^ tang H', 

(5) cos , = :^, (4) 00s « = 2K£, 

(5) tang « = î^'; 

cr = j(i — :j€Sin»A4-?7«*sin^>^) 
— sin a(jj (^ € sin* X — 7^e*sin*X) 

r 

H- tIs «* sin 4Q) sin* A . . . . 

+ ^ «• sin* Â C03 A sin ao^. . . . j ^ '* 

on aura en outre 

sin ^' = H£Li (C) : 

y étant l'angle que l'arc s fait avec le méridien qui passe par son 
extrémité M. 

Cela posé, passons aux question» suivantes : 



(A)î 



\ 
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I. Étont doonées la latitude H du pjed de la perpendicidairQ x, 
et cette perpendteulaire elle-Hiéiiie ^ 4éterimQ» la latitudes H' 4^ 
«on sommet Jif ', aiusi que la difiR^eJSK^e. en Itoogitude fi des deux 
points My M!^ 



a h 

Solution. La quantité 6 = aa -|- 5a% (a = étant l'aphtiase- 

ment dasphécoïde) poiiTaDt, vu sa petitesse dans le cas'^de la nature, 
être coMidérçe comme du premier ordre , il sera permis de ne déve- 
topper les fonctions que jusqu'aux termes qui ne contiendront cette 
quantité qu'à la première puissance ; maïs nous ferons voir conciaftent 
on pourrait aisément tenir compte des tempes du second ordre , et 
même (le ceux des ordres supérieurs > si la chose était nécessaire. 
Cela posé , on détermioera la latitude réduite A par le moyen de la 
relation (i); ensuite on prendra le cosinus de chaque membre de 
réquation (A)^ en rejetant les termes qui dépendent de c* et desplu4 
hautes puissances de £; alors on aura 

cos tr = cos(j) + i€jsin(j)sin*A£i4-^sin2g)^; 

mais à cause de la relation (3) ou de sin A' = sin A cos 0", il s'ensuit que 

sin A' = sinAcos (j) + i €jsinQ)sm'A.ri+isin ^CijX 

Maintenant, soit 4' c^ que devient A' lorsque € = o; on aura dans 
ce cas, sin 4' :^ sin A cosQY et par conséquent 

siaV ^ sm 4' -f^ € j sîn(J)sin* A.Q + isîn nQ^j 
ou, pour plus de< facilité pour le calcul nunaérique. 



i^' = -r^ désigpant le nombre de secondes contenues dans un arc 

égal au rayon. 

On introduira la valeur de V dans la relation (a), afin d'avoir la 
latitude vraie H* ; et pour déterminer tp on passera par les formules 
(3), (4) et (B)^ quï sont 

sin a' tangV ^ , 
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Dans cette aohition, l'on n'a eu ^ard qu^aOx tonnes au premier 
ordre; pour connattre Influence des termes en é*^ fl n'y atura qu'à 
déterminer tr par la formule entière (A)) ensuite tirer la valeur de X' 
de la relation (3) , et calculer <p en passant par les formules (4) et (B) , 
en conservant dans cette dernière les termes du deuxième ordre. Ce 
procédé, comme l'on voit, consiste à faire une application directe 
des formules fondamentales. 

II. Etant données la longueur 5 d'un arc perpendiculaire à un 
méridien, et la difierence en longitude 9 des extrémités de cet arc, 
trouver les latitudes de ces mêmes extrémités. 

Solution. Prenant la tangente de chacun des membres des for- 
mules (A) et (fi) y on aura^ en développant en série et rejetant les 
termes en €% 

^^ ^^ ta.g(i)-Qcdn«A+i..in«..U.^0 ]^ , 

= tang(0-[i-ftang»(i)][i«8m«A+i€«in«Xsin3(j)].J. 
Substituant cette valeur dans la relation (5), il viendra 

tangg)-(i)séc«(t) .n..in»A+i.8m« A«in aQ)"] 

tanguas — ^ — ^^ — ^ •- ^"^-^ 



i^mm^mmÊm^ 



COS A • ^ 

mais en vertu de la formule (B), dans laquelle on peut changer ^ en 
r , puisque l'on borne l'approximation aux termes en s, on aura 

tangf + -Â tTC06 A 

tang dû s=s • j s=2 tang ç + ? € r cosX sec' f . 

1 — :f rtangf C08A 

Égalant ces deux valeurs de tang cê , et mettant pour sin* A sa valeur 
1 — CM' A, on obtiendra* 

i € j {séC^ — . i séc' Qpi + { sin a(g)]} cos* A + tang ^ cos A . 
= tangQ-i,Qséc-(J)[i+isin.(i)3 

Au lieu de résoudre cette équation du second degré pour aroir la 



N. 



\ 
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valeur de ces X , il est beaucoup plus simple d'employer à cet eflèt 
la méthode des approximations successives. Soit donc -j/ la valeur 
de A, lorsque é s=o; on aura 

cos 4 = tong n) cot ^j 
et par suite 



cosX=cos>I/ — i^5 M 4- Tsin ^(tJj 



sîn* ^ cot f ^s\ C08* ^ 



COS*l T 



's\ \b/8m a#* 

enfin 

Cette valeur de A, qui ne dépend nullement de la petitesse de 
Tare s^ est exacte, aux quantités près du second ordre, et est bien 
suffisante dans la pratique. Cependant si l'on voulait avoir égard aux 
termes en £% comme dans la solution précédente, il n'y am*ait qu'à 
déterminer (r et a> par les formules entières (A) et (B), en y intro- 
duisant la valeur de A que l'on vient de trouver par une première 
approximation; ensuite calculer une seconde valeur de cette latitude 

réduite au moyen de la relation cos A= -^^, dans laquelle les 

angles <reta> seront alors connus et exacts, aux quantités près du 
troisième ordre. 

Cette méthode dés approximations successives, très conmiode 
dans cette circonstance , pourrait s'étendre aussi loin qu'on voudrait, 
en prolongeant les séries (A) et (B); mais cela est inutile, puisque 

pour le sphéroïde terrestre, € diffère peu de ^5^* 

Maintenant, pour avoir la latitude réduite A' du sommet de la 
perpendiculaire , on calculera les formules (A) et (3) ; et des latitudes 
réduites on passera aux latitudes vraies, à l'aide des relations (1) 
et (9) , ou des séries qui en dérivent. 

III. Étant donnés la longueur s d'un arc perpendiculaire à un 
méridien et l'azimut J^' de cette ligne sur l'horizon de son sommet, 
trouver, tant les latitudes des extrémités de cet arc, que la différence 
en longitude. 

oolution. Si Ion fait attention que cos* ^ = -T-r--= . ^ ^, . ^ ^ » 

ainsi qu'il résulte de la combinaison des relations (3) et (C), et si l'on 
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prend les cosinus des deux membres de la formule (A)| il yiendra, 
après avoir égalé les deux valeurs de cos* a*, 

sin* X — cos* f^ = cos* Q) sin* A sin* ^' 

+t4 sin Q cosQ sinU[i+i sin aQJin*^. 

Soit, comme ci-dessus, 4 la valeur de X correspondante à c = o} 
on aura sin* 4 = ~7T > ^* P^^ conséquent 

tang 4 = — 



5- » 




par suite 

8Îd( 1 ) cos r r j3in*4 _, . . ^ 

«m-A==«in-4+l-i ^-' ,,y [.+iri..=.g)]ain- ^C 

Multipliant et divisant par cos' V^ le terme en € de cette équation , 
et simplifiant, on aura, après avoir extrait de part et d'autre la racine 
tpiarrée , 

sinA==sin4 + i «rsin 2Q^ sin* 4 ["1 4- r sin aQjJ tang'/^'j 
de là 
A= 4 4- i if'\ sin aQ tang4 sin< 4 [^i+iSin aQ^tang'/^, 

ou , à cause de sin Q^ tang 4 = cot /^, on aura plus simplement 

A= 4+i6r"jCosQsinS[i4-i sin aQ] tang ^'. 

Telle est Fexpression très approchée de la latitude réduite du 
point ilf. On en aurait une plus exacte, en tenant compte des termes 
du second ordre, et cela en les conservant dans la série (A), ainsi 
que dans le développement de cos ^. Autrement Ton calculerait or, 
comme il est dit dans la solution du problème précédent , puis Ton 

sin' A "^ cos* V 

déduirait sin ^ de l'équation rigoureuse cos' <t s= ^^ %^^^y r-\ ^^ 

plutôt de celle-ci: tang A = ^^7-» <ïui en dérive. 

a. 99 
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Quant à la, relation (3), elle fournira, ^près avoir caleule ^ par la 
série (A), la latitude réduite ?i\ qui sera de même exacte , aux 
quantités près du troisième ordre, si L'on fait usage de la seconde 
valeur de A. Enfin la relation (5) fera connaître co ; et Tangte ^ , qm 
wt la difi^rence en longitude cherchée ^ se déduira de la série (B). 

JV. Étant données la perpendiculaire s et la latitude H' de son 
sommet, trouver Tazàmut J^* de cette ligne sur FhoriBOB du même 
point, et la latitude de son pied. 

Solution. On a d'abord la latitude réduite A' au moyen de la rela- 
tion (a), puis en vertu de la série (A) Ton trouve, en négligeant lea 
termes du second ordre , 

cos «• = cos Qj + ^ 6 g ^^°G) ®^^* A Fi •+■ 7 sin (^)j- 

m 

Égalant cette valeur à celle (3), on a, pour équation résultante^ 

^- . sin a' I * • /s\ %\T?x rr • f • /^NT 



or, en désignant par 4 la première valeur approchée de A, c' 
celle correspondante à € = o, auquel cas 

I sin V 

8m4 = — — , 

cos y 

on aura plus exactement 

sin A = sin 4 — i ^t tang ^) sin' 4 M + 1 sin ^Q) J} 
et par conséquent 

A:» 4— i^^'stong(-)8in-4[i4-Tsma(0]tang4. 

Maintenant, veulK>n une valeur de A dépendante des termes en €*? 
on calculera, au moyen de la précédente, la valeur de tr donnée par 
la série (A) ; ensuite on aura , par la relation (3), la valeur de sin A 
avec le degré de précision que l'on désire. Les deux latitudes réduites 
trouvées, on obtiendra l'aaûmut y par la formule (C). 

Y. Étant donnés l'azimut f^' de la perpendiculaire et la différence 
en longitude ^ de ses extrémités, trouver les latitudes de ces points 
et la longueur de cette perpendiculaire. 
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SahUiofL Les é^atSons dont dépend la solatioa de ee f^roblème 
sont (5), (4), (B), (C). Multipliant (5) et (C) Pune par i!aulret ^ 
a,^ant ^ard à celle (4)» oa aura 

C08 (T = -: — «• 

Fresant le cosinus de la valeur de « tirée de Téquatioii (B) ^ la^é- 
cédente deviendra 

C08 ^ , cos A sin 9 

mais on a trouvé (problème III) que cos* c = *^?^^ p^sî^x ' ^^ 
cos X = g'p «^nr d'ailleurs on a cos f = sin f^' êos *• au 
quantités près du premier ordre ; donc 

Soit / la valeur de c lorsque € = o; on aura cos / =s g^^ ^ et à 

très peu près 

cos a* = cos / — ief sin / j 
par suite. 



De là et à cause de cos « =3 ces 0* sin f^% la valeur précédente de 
cos A deviendra 

cosXs= — : ; 

ainsi la latitude réduite A sera connue* On aura ^eiœuite X' au mojea 
de la relation (3) ; enfin la perpendiculaire s sera donnée par la série 
fondamentale 

^ = Tr (1 4- f « sîn* A) + f &€ sin* A sin 20*. • •> 

qui est le renversement de celle (A). 

Pour avoir égard aux termes du second ordre , on introduira les 
valeurs ci-dessus de o* et de A dans la formule (B), afin d'avoir â» à 

ce degré de précision; puis à cause de cos tr = ^^, , on aura une 

seconde valeur de 9 qui sera plus exacte que la première. Du reste, 
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les secondes valeurs approchées de X et A' s'obtiendront comme 
ci-<lessus. 

Dans la recherche de la figure de la Terre, c'est toujours Parc s 
que Ton mesure, ainsi la solution actuelle sera rarement utile j il en 
est de même de la suivante. 

YI. La latitude H' et la différence de longitude ^ étant données , 
trouver la latitude H et Tare s. 

Solution. La relation (4) donne tang A = — BLi^ et de la série (B) 
on tire 

asasf 4-î €TCOSA; 

par conséquent 

tang A = — , ^^"f ^ — -. . 

° COS (^ -+-J ir C08 A) 

Reste à développer le second membre de cette formule suivant les 
puissances ascendantes de e ; mais puisque nous bornons l'approxi- 
mation aux quantités du premier ordre inclusivement, nous aurons 
simplement 

tang A = î^^(i + i€(r COS Atang?)). 

Désignons , comme à l'ordinaire , par 4 ^ valeur de A corresponr 
dante à é = o ; nous aurons 

et partant, 

tang A = tang 4 + 7 co- tang 4 ^os ^ tang ^ ; 

mais A étant égal à 4 9 aux quantités près du premier ordre, il s^eo» 
suit qu'on peut écrire 

tang A = tang 4 + r ^^ tang 4 cos 4 tang ^. 

De plus, à cause de tang A — tang 4 = ^^^~t > et de la petitesse 
de A *— 4? ^^ a sensiblement 

tangA-.tang4 = ^, 
et par conséquent, pour la latitude réduite de l'origine de l'arc s^ 

A =: 4 + i ^^ ^ûi 4 c^* 4 tang ç. 



â 
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Pour apprécier rinfluence des termes du second ordre sur cette 
Valeur, il faudrait les conserver dans l'expression de o» , et développer 

la valeur de tang A = -^^ , jusqu'aux termes de cet ordre inclu- 
sivement; ensuite éliminer X de ce développement, au moyen de 
sa valeur approchée ci-dessus; et du reste, procéder comme on vient 
de le dire , pour obtenir définî^ement A. Mais il est à remarquer 
que l'inconnue 9' entrant dans l'âipression de cette latitude réduite, 
il est nécessaire de la déterminer préalablement. 
Four cet effet, l'on prendra le sinus de chaque membre de l'équation 

W = f -|- ^ €0* cos A, 

en se bornant aux termes de l'ordre € ; de cette manière on aura 

sin â» = sin ^ + 7 €0r cos A cos ^ : 

divisant cette nouvelle équation par celle (4) , et ayant égard aux 
relations (5) et (3) , on trouvera 

sin 0- = sin ^ cos A' + i ^^ cos A cos A' cos ç. 

m 

Soit / la valeur de tr lorsque € = o ; on iaura alors 

sin / = sin ^ cos A', 
et sin o" 3= sin / -f- 7 c/ cos A cos A' cos ç ; 

mais à cause de A = «nI/, aux quantités prés du premier ordre, on 



r • 



peut ecnre 

sin 0- = sin / -|- J €/ cos.'nI/ cos A' cos ^, 
et par suite 

o- = / + 7 €p — - COS A' cos ^. 

' ' ■ «^ cos ç ^ 

Il est évident qu'on aura ensuite s par la série 

s = -^ (i + i € sin* A) + 1 cJ sin* A sin ao". . .j 



\ 



déjà employée dans la solution du problème précédent. 

Ayant trouvé de la sorte a* et A, on pourra s'en servir pour calculer 
rigoureusement la valeur de « fournie par la série entière (B); alorâ 
la relation (4) donnera la latitude réduita A exacte, aux quantités 
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près du troisième ordre; et a l'aide de cette valeur, on aura i au 

même degré de précisioQ, eu faisant usage de la série (A) renversée, 
et représentée dans l'article précédent par (E). Ce procédé est plus 
simple que celui qu'on a indiqué ci-dessus. 

564. La ligne la plus courte «|penée perpendiculairement au 
méridien , afiecte une figure qu'iliÉât aisé de se représenter d'après 
cette solution ; car lorsque 0* ss 90% on a 

et ^ = 9o'.{i — (ï € — f €*) CO8 X 4- 7^ e* sin* X cos X]. 

Le point de cette ligne, qui correspond à la valeur de or rs go% est 
donc situé sur Téquateur ; mais sa longitude est moindre que celle 
qu'il aurait sur la sphère, d'une quantité à peu près proportionnelle 
a l'aplatissement a=:^€ — |6*-f..... 

Dans la même hypothèse, la longueur de Tare s est égale à ua 
quart d'ellipse, dont la valeur développée est 

j = i (1 + i € sin* X — ^ 4* sin* X)go% 

Lorsqu'ensuite o" = 180% on a 

X'5=— A, J5r' = — .ff et a= i8o*; 

ainsi les valeurs de 9 et de / deviennent doubles de ce qu'elles 
étaient en faisant cr = 90'; tandis que l'azimut /^'est de 90% comme 
au point ^(fig. 38). Donc, la ligne géodésique, après avoir traversé 
réquateur, atteint le parallèle qui a la même latitude que le pointa, 
où elle est de nouveau perpendiculaire à la méridienne. Si l'on pro* 
longe encore cette ligne, elle passera sembtablement du second 
hémisphère dans le premier, et parviendra au même parallèle d'où 
elle était partie ; mais dans un point différent, puisque la longitude 

de ce point, au lieu d'être de 36o*, sera 

* 

36o* [1 — (t « — I fc') C09 X + ^ £• sin» A cos A]. 

. Il résulte de là , que quel que soit le nombre de pareilles ré voIu« 
tlons, la perpendiculaire dont il s'agit formera une sorte de spirale 
comprise entre les deux parallèles situés de part et d^autre de 
réquateur, à la même latitude. Toutes les spires de cette courbe 
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seront égales entre elles ^ et la longueur de chaque quart de spire, 
comprise entre un parallèle et réquateur» sera égale à celle du quart 



d'ellipse^ ayant pour demi-^xes b et b vi + ^ sin* A. 

Ces propriétés, que nous venons de démontrer d'après M. Le- 
gendre, ont également lieu pour une ligne géodésique menée d'un 
point quelconque à un autre de l'ellipsorde ; car une telle Hgne fait 
toujours partie d'une perpendiculaire à une méridienne (voyez le 
Mémoire cité de ce savant géomètre). 

Du triangle /armé par deux méridiens^ et la ligne lapins courte 

qui en joint deux points quelconques. 

365. Considérons maintenant deux triangles sphériquesj977t'a,pm''a 
(fîg. a8 et 39.) correspondans aux triangles sphéroïdiques PM'^j 
PM^'ul j et supposons que les azimuts F\ F" soient les mêmes de 
part et d'autre , mais que les latitudes des points a, m'^ rri' soient 
A , A', X", Enfin, représentons respectivement par a', ff", les arcs 
ûTw', ani\ m!m^''y par «', «" les angles m'pa^ ml'pa\ on aura, par 
la propriété des triangles sphériques rectangles, ou en vertu de 
l'art. 36a , les relations suivantes : 

I cos X s=: cos >s! sin F\ sin or' = sin m' cos A^, 

II cos o' =s ^, cos ù/ = cos (/ sin F', 

III tang af 5= ^^, sin ff' sin A =s cos F' cos A'. 

Celles qui composent le premier système donneront la position du 
pointa, lorsque le point M' sera donné. On a en outre, par rapport 

au point JUt'j 

IV sin ^" =: sin X cos a"^ 

V tang c^'' = îîîîi-, 

VI cos X'' sin F" = cos A' sin F^i 
enfin la proportion des quatre sinus donne 

fv\ • / w f\ 8În (r* — f^ sin F^ 

{K) sm K --«') = —^-^577? • 

On pourra donc, à l'aide des relations (IV, V, VI), déterminer trois 
des quatre variables It'^ 0^, cJ'^ F^\ quand l'une d'elles sera connue. 
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De là et des formules (^), (5) art 362, on tire généralement deux 
autres équations relatives au triangle sphéroïdique obliquangle 
PM'3Ï' dans lequel M'3Ï' == ^> ^ 1» différence en longitude 
31' P M' = (p, savoir : 

VII g = (o"'— O (i + i ^ sin» X — ^ ê» sin* A) 

+ (sin 2or" — sin 2^) (^ 6 sin» A — ^6* sin* A) 
— (sin 43-'' — sin 4(7') (^^ €• sin* A) , 

VIII * (p = «"— .ai' — ((t'' — (7')(î« — I^Ocos-^ 

+ (a"— 0^+ i sin 2(7"— i sin 20-') . (-'^ 6* sin* A cos A), 

Toute la théorie des triangles sphéroïdiques est renfermée dans 
les équations précédentes; mais il est des cas qui présentent d'assez 
grandes difficultés d'analyse pour combiner ces équations de ma- 
nière à en déduire les valeurs de certaines inconnues. Le problème 
le plus simple , après celui que résolvent directement les équations 
fondamentales, c'est lorsqu'il s'agit de déterminer les élémens j^", /^", 
au moyen des autres éiémens connus H' et F' et de la longueur 5 
de la ligne la plus courte MM'. En effet, les relations I, II, III feront 
d'abord connaître A, cr' et cd'; puis de la formule VII on tirera, par 
l'un des procédés expliqués à l'art. 362 , la valeur suivante : 

IX 0" = (t' + ^ (1 — i6sin*A + rf ^•sÎEi*^) 



— sin ^ cos r2ûr' + n C? ^ sîû* A — 1 6* sin* A) 

+ gC0s(2^'+2^.)(-^^) 

+ sio i cos {W + f ) 00, (,,■ + 4) (Cil^i) 

4- sin 2^. cos {ko' + 2'^) (î^^) ; 



ensuite on obtiendra A", «" et ^" par les équations IV, V, VI, et 
enfin (p par l'équation VIII. 

Il est remarquable que toutes ces équations sont exactes quelle 

que soit la grandeur de la ligne géodésique s ou de l'arc '^. Celles 

que Dionis-du-Séjour a publiées pour le même objet, dans le IP vo- 
lume de son Traité analytique des mouvemens des Corps célestes, 
sont représentées par les précédentes I, II, IV, VI, (K), et par les 
séries VII, VIII, IX, dans lesquelles on supprimerait les termes en i\ 
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Les séries précédentes ont lieu quelle que soit la grandeur de la 
ligne géodésique s; et leur convergence ne dépend que de la petitesse 
de €. Pour le sphéroïde, terrestre, cette quantité diffère peu de jf^; 
on peut donc négliger presque toujours les termes en £*; mais lorsque 
la ligne géodésique est très petite ou de l'ordre c, ainsi que cela 
a lieu dans la pratique des opérations géodésiques , il est plus 
commode de développer d'une manière particulière les formules 
relatives au triangle PM!M\ dans lequel M' M' est très petit par 
rapport aux deux autres. Ce développement fera l'objet des articles 
suivans. ' 



566. Far ce qui précède, on a 



8În X'' = sin X cos {tr' -f- Ç) 
sin X' = sin X cos a^ ). (i) 

sîn X sin 0-' = cos y^ 



50S (or' -H Ç) I 
DOS a' >. 

' COS X' ) 



Ces relations sont d'un merveilleux secours pour la solution du 
problème qu'il s'agit de résoudre maintenant. D'abord si dans les 
équations {V) de l'art. 36 1, qui font voir que X'' est compris entre 
*j- A et — * Ay on Ëdt, par cette raison, 

sin X" = sin A cos a"^ 

d'où il suit que a" z:na*+^\ elles deviendront, par la substitution 
de cette valeur, et en Ëdsant de plus a' = 6* (i -+• «), 

, ... t cos A. A^t/r-4» i iJD* AC08* ^ \ 

^* — fl(i— sin»A cQa«0 l (tf^j 

ds s=5 bch'* ViH-.«sin*Xcos*V ) 
mais puisque cr'' = a' *|- ^> on a, en regardant ^ comme constant, 

de plus, si l'on feit J = 17, on aura 

et U pourra être considérée conmie une quantité très petite du même 
ordre que €; partant 

du =: d^ Vi + « siû' A cos» (<y' +?)• 
.j 3o 
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Qr, pour n'admettre daos ]a valeur de l/qae de» termes da troiaîème 

ardre, il sMflSra de prendre 

008 {^ -I- §) c=: C08 0»* — ^ SÎÛ O^, 

cos^ (o"' 4- 0) = cos* «•' — a^ sin or' cas o-, 

C08*(^' + ^) = COS^Or'; 

et comme le dévelQppement de l'équation précédente çst 
i/Z/sïçd^Ci-l-icsin^Acas^Cd'-hÇ)— ï«'sin<Aoo»Ha'-M)] 

on a, en intégrant entre les limites m^ et Tn!*, et remarquant que lai 
constante est nulle, vu que 27et ^ s'évanouissent en même tems, 

I7=Ç(i+|£sin'AcosV — |6»sin*Aco8*o^)— 7f*(€8in*Xoo8«r^8ina'); 
ensuite, si l'on a égard aux deux dernières relations (5) , il vient 
£;^=0(i'+i6sin*A'— i€-sin*V)— ï?*^cos^'sinA'cosX', 

et réciproquement, par le retour des séries, 

■ • 

0^C/^(x — i$ain»A'+|c»sin*A')+iC/^€cosr'8inA'co8A' (0; 

d'o4 

^» = î/-* (i — . € sin* A'), Iç'^ïr. 

Actuellement , il s'agit d'obtenir le développement de la latitude A'' 
en fonction de A^ et des puissances de l'arc ^, sur une sphère dont le 
i^ajQn est h :or, à cet égard, le théorème de Maclaurin donne 

Les valeurs, des coeffiicieDS dififêrentiels des difiëreos ordres étant 
rapportées au point où ^ = o, on a (art. igS), en se bornant aux 
termes de l'ordre 0', et comptant les azimuts y 'y F"" du nord à 
Fest, 

A"=:A'— 0cosf^'— i0*sin»f"tangA'+i^»sin*r'cosr'(H-tang»AO? 

puis mettant dans cette équation, pour ^ sa valeur précédente, Ton 
a, à l'égard du sphéroïde , 

A" = A' — CT cos F' (x — i É sin* A' + 1 «• sin < AQ 

— ^ £/*8in« F' tang A' (i — «sin* A') 

— \ iU* cos* F' ^in A' cos A' 

+ i £/-» sin* y cos F' {\ H- tang* A') • . . (/')» 
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L'azimut F^' se détermine ayec la même Ëtoilité; 6&r Bttilràlit 1» 
notation actuelle ^ on a 

et par l'artiele cité , 

V" =s f^' — f sin r' tang >} 

-f- 0* 8ia r* cod ^' (i -I- tailg» X') ■ • . 
— \ sin f" Gos» f" tang X' (i -|- J tang*X') 
+ f » sin r' tang A' (^ H- i tang» A'); 

puis éliminant Ç, il vient, après quelques transformatrons Êicile^ à 
efièctuer, 

V'' ^F'-^tX sin r' tang X' (i — i € sîn* X' + 1 €• sin* X') 

4*- U^ siû F^ cos f^(i + tang' A' — c tang* X') 
+ t/» sin» r' tang X' (| + ^ tang» A') 
— U^ sin >^' cos» r'tang A' (f-^ tang* X'). . . • * ^{m'). 

Quant à la difierence en longitude ^ = f '' — ^\ elle ne peut être 
calculée aussi aisément : voici comment Ton parvient à son expres- 



sion. 



Pour décomposer en deux parties , s'il est pôssibte) le second 
membre de la première équation {d)y soit lait 

j^ dt" cos h , Cdr^ cos A 

^A 253 1 ■ ■ . fc « ■ j *f^ » *" V t 

^ 1 — sin* A cos* r' ' a (i — sin* A cos* ry 

C étant un .coefficient qu'il s'agit de déterminer ; et soient égalées 
entre elles les deux valeurs de ûff , on trouvera sur«4eH:hamp 

C = — (a — i) v'^r^TTsu^Xco^V' ; 

ainsi te deuxième terme de la valeur hypothétique de d^ prend la 
forme suivante, 

et en multipliant haut et bas par a-^-h \/i H- 1 sin» A cos' &'y puis 
se rappelant que a» — A» s=s ^'c, on a 



6'i cos A rfr* 



a *a + Av^(i-t-i8m*Acoa*r) 
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donc la valeur de d^ devient 

T ^__^ ttw" COa X fc*i C08A rfr* "^ 

^ 1— siii*Acos*r*' "* â * a+Av/(i + •»m*Acos»ry 

Eûfio prenant l'angle û»'', d'après la formule 

tang cJ' = ÎSCiL, 

'^ COS A ' 

donnée par la propriété du triangle sphérique rectangle pnU'a , et 
Élisant attention qu'à cause de dcJ' z=; — -tang»^ ^ ^.^^ 

* ,, rfr* COS A 

1 — sin" A coa'^ r ' 

Avant d'intégrer cette équation, il convient de lui Êiire encore 
subir une tronsforinalion, pour la composer des seules quantité» 
relatives au triangle M'PM" : or, on a, par ce qui précède, 



a = & VT+T, cos X s= sin F^ cos A' et cos a' 



sin A^ 



donc 

j^ j „ dS.i sin F'' cos a' 

<f(P = <f» - ,(,^._..^;,>) 

= </û)" ^ id^.t sin f"' cos X' (i — «H- i « cos* X')r 

et intégrant entre les limites m' et m", il vient 

(p" T- !p' =x a>" — a)'.— i «^ sin F' cos V (i — £ + ^ « cos» X% 

o" —- ta' étant la différence en longitude des méridiens pm", pm! sur 
une sphère du rayon h. Mais dans ce cas , 

Ainsi, déterminant la valeur des coefficiens différentiels (art. igS)^ 
on obtient, avec un peu d'attention, 

» — ^= — -7 Ç» — --—7 — .tang A' 

^ cos A ^ cos A O 

, , ^3 sin JP^' cos* y f, , , ^ / I \ 



1 vs sin V tang* a^ 
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et ensuite 



— { «Ç sin /^ C05 X' (x — s + i fi cos'A')* 



COS A 



enfin si Ton exprime ^ en fonction dé UyOn aura, tbutesréduetions 
faites, 

{f^ (p') ce» X' = Vûn /^' (i — 1 €^- 1 if) 

— ET» sin J^' COS /^' tangA'(i— €H-i €Coy V) 
H- iP sin /^' COS» /^' (i 4- tang» X') 

— i/« sin« /^' (^tang» xO (A!'). 

Ce sont ces formules mêmes que M. Legendre a publiées dans son 
Mémoire sur les triangleis 6phânoïdîc|ues : bien entendu qu'il faudra ^ 

dans toutes, feire U= \ ^', U^ = p r^', ÏP = J r", afin d'avoir en 

secondes, les termes où ces quantités entrent comme facteurs. Oh 
juge, à leur inspection^ de l'influence de Texcentricité de la Terre 

sur les quantités qui en dérivent, en y mettant pour € sa valeur -; 

(art. 167); et elles mettent à même àe pouvoir apprécier en outre 
le degré d'exactitude des formules (tf') , (f), (c') des art. 193 et igS; 
enfin elles sont sous une forme telle , que Ton peut aisément résoudre 
le problème suiviaDit : 

367. Étant données lès latitudes de d'eux points et îeut diffé- 
rence en longitude y trouver leur plus courte distance sur le 
sphéroïde de révolution, et les a^mut^ de cette ligrtB géodésique. 

Soient pour données, les latitudes vraies H' y H" des points Jlf', 
M^', et AÇ) leur différence en longitude. On calculera d'abord les 

b' 

latitudes réduites x' et A" à l'aide des formules tang A^ = - tang H' 
et tang X'' =: - tang' JET'', et faisant ensuite les quantités connues 



A" — X' ssshy (^" — ^') COS A' ou Ap COS X' =e A, et les inconnues 
C/cos P^':xzXy CTsîû >^'=^'; les deux équations- (if), (f) seront de la 
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forme k = Py -- Qx'f + 'Hx'y — Sf (m), 

P9P9 Qy 9* • • • étant des coefficiens connus. Il serait très pénible de 
déterminer rigonreusement x' et y par l'un des procédés ordinaires 
d'élimination ; mais puisqu'il suffit d'avoir une solution approchée ' 
Jusqu'aux quantités du troisième ordre inclusivement, on l'obtiendra 
ainsi qu'il suit. 

La valeur dey déduite de la première équation, dans laquelle ou 
peut supprimer le très petit terme — Sy\ est 

etdelà y=.|(n-^-^- + î^x'-^:^-> 

substituant cette valeur dey* dans l'équation (;i) , on au ra un résultat 
tout eux" et x!% et qui sera, en s'arrétant aux termes du troisième ordre, 

tirant la valeur de x^, il vient, pour une première approximation. 









P + ^K^-t P 



\J^ "^^ ''pT ^* •+" pi) > 



p3 pn 



et en élevant au quarré , on a 



Maintenant, si dans l'équation (n) Ton introduit les valeurs de ^ 
et dey\ et que l'on s'arrête toujours aux termes^^du troisième ordre, 
on trouvera 

h =/>«' + ^; + ïàqQk'x' — rA-x' 4- 4* ~ a^M»^} 
équation de laquelle on tirera, pour une seconde approximation, 

mais 

P = (1 — lÉ + if), p = 1 — iÉ8in*A'+|t«8m*A^ 

Q = tangA'(i— e-f-ie'cos'X'), q = itangA'(i — 6 8in*X')> 

il = (I + tang» A'), r = i (i + tang» A'), 

S s=i tang* A', * ss i « sin A'cos A'> 
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donc x^ ou 



-*• i: h^t sin A' cos X' — i k^h (tang* A' — i); 
par suite y\ ou 

— ^ A:A* — ^ A* tang* A'. 

De là, il est aisé de déterminer l'azimut F^ et la ligne géodésique 
M^M^' z=zhU\ car on a 

tang V' = -^j et Z7» = x'* + /*• 

Four ce qui est de Tazimut V^\ on l'obtiendra au moyen de la 
relation (4) de l'art. 56i ^ qui donne 

-.^f, sin V cos a' 
sm /^" = ni — î 

cos A ' 

le problème est donc complètement résolu. 

« 

Vil triangle dont les côtés sont très petits par rapport aux 

dimensions du sphéroïde. 

568. Il reste une question importante à examiner pour compléter 
l'analyse précédente; c'est de savoir si les triangles sphéroïdiques; 
dont les côtés sont très petits à l'égard des dimensions du sphéroïde, 
peuvent être résolus par les mêmes règles que celles qui s'appliquent 
aux triangles sphériques, ou s'ils exigent une méthode toute par- 
ticulière. 

Soit MM' M!' (fig. 3o) un triangle sphéroïdîque dont les côtés 
sont supposés fort petits relativement aux axes de l'ellipsoïde de 
révolution. Désignons par A, A', A'' les latitudes réduites des points 
JM, M'^M'y par^', ^" les azimuts des côtés JOT, MM^^ par 
rapport au noéridien PM. Enfin, soit le côté MM' z:^hU' et le côté 
MJyï' = bïT'\ h étant toujours le rayon du pôle. 

Cela posé, il s'agit d'abord de déterminer la position des points 
M'y M!' d'après ces cinq données, savoir : A, hU'y blT'y A! y A". 

OVy on a 9 en vertu des formules {}') , (//}% ^^ deux^valeura 
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A' = A — C^'sin^'(i— i6sin*X4-|€*sm^A) 

— i U"^ sin» A' tang X (i — € sin* A) 

— ^ €Î7'* cos' u4' sia A cos A 

+ ^ 17" sin* ^' cos ^' (1 4- tang» A), 

A'' = A — I/"5in^"(i — i€sia*A + f 6*sin*A) 

— i I/^"» sia» ^' tang A (i — « siû' A) 

— i 6t7"* cos» ^" sin A cos A 

+ ï ï/"' sin» ^" cos ui/" (i + tang» A). 

D^un autre côté, la formule {V) donnant la différence de longitude 
de deux points, tels que M^ M\ on aura éridemiùent, en désignant 
par Ap la diflférence M'PM^'^ 

àq> cos A = (£/' sin-^'— C/"sin^'0(i— i«+|€») 

-H (Ï7"' 8in ^' cos ^" — J/'» sin -df ' cos u/') 
X tang A (i — 6 +-^ € cos* A) 

-|-(Z7'»sinu^'cos»^'— l7"*sin^''cos*u^0-(T+teng»A) 
+ (V"*sin«^"— (/'•sin^^O-Cjtang» A). 

Or, les trois quantités A', A'' et A^ se trouvant maintenant déter- 
minées, on aura, à l'aide des formules (/?), (q) de l'article précédent» 
la longueur bU du troisième coté JtfJtf' du triangle proposé. 

56g. Si l'on considère ifti triangle rectiligne mm'm'\ dont les côfés 
seraient égaux à ceux du triangle sphéroïdique JUM'3f\ Pangle M 
^e celui-ci sera égal k ^' -^ A^'% et dans le triangle rectiligne, 
l'angle m correspondant sera égal à Jlf — « t\ z étant une inconnue 
qu'il &ut déterminer, et qui est nécessairement fort petite. Or, 
d'après la notation cir-dessus, on a 

cos (JJf-z) = --^fipjp î 

ou bien, à cause de la petitesse de z, il vient , en développant et 
e'arrétant aux quantités du second ordre, 

Z sm Jlf — { Z' COS JH =5 — ^ ^Yp ^î 

équation dans laquelle il ne s'agit plus que de substituer pour U* s^ 
valeur déduite des formules (p), (q) de l'art. 567. Mais le développe- 
ment de cette voleur^ poussé jusqu aux quantités du quatrième ordre, 
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étant fort long et exigeant beaucoup d'adresse analytique, nou9 
nous bornerons à feire remarquer que Ton obtiendrait 

Z7* = £/^'»-f- IT'^ — iWlT' cos iW — i VU'"" sia» Mi 

delà 

a sin Jf — i 2» cos Jlf = I f/'t^' sin" J»f j 
et ensuite 

z = I t^'CT' sin Jlf H- ^ U'*U"* sin M cos M'y 

ou simplement 

z = f i/'tr' sin M-, 

m 

VU que le second terme yg U'^U"^ sin M cos My qui est du quatrième 
ordre, supposerait que les termes du sixième ordre ont été conservés 
dans la valeur de Ï7* {voyez le Mémoire de M, Legendre). 

Il résulte de là, que la valeur de z est égale au tiers de Taire du 
triangle sphéroïdique, et qu'elle doit être exacte, aux quantités près 
du troisième ordre. Ainsi, les triangles de cette espèce, dont les 
côtés auraient pour amplitude un degré ou même plus, peuvent 
se calculer comme les petits triangles tracés sur la surface de la 
sphère. Ce principe est même applicable à tous les triangles géo- 
désiques qui seraient formés sur une surface peu diOerentc d*une 
sphère; car, comme Tobserve M. Legendre, (c on peut supposer 
» qu'une telle surface se confond sensiblement dans la portion oc- 
» cupée par le triangle que Ton considère, avec un sphéroïde ellip- 
» tique disposé de manière que les sections verticales de plus grande 
y> et de moindre courbure, qui se coupant toujours à angles droits 
» dans un solide (art. 187), se confondent avec les sections sem- 
» blables et de rayons égaux dans l'autre solide. Alors le triangle 
3> commun aux deux sur^ces jouira de la même propriété que les 
» triangles sphériques. » 

Nous pourrions suivre une méthode analogue à celle de l'art. 563, 
pour résoudre les differens cas des triangles sphéroïdiques quel- 
conques , dont deux côtés seraient des arcs de méridiens ; mais les 
solutions précédentes étant déjà plus que suffisantes dans la pratique, 
nous terminerons cette matière, sur laquelle il existe d'ailleurs un 
ouvrage complet, qui a pour titre : Elementi di Trigonometria 
sferoïdica, par M. Oriani. 
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CHAPITRE n. 

De la figure de la Terre, déduite de la comparaison des 

mesures géodésiques. 

£{70. lii est probable que les dunensions du globe terrestre ont été 
connues dans des tems fort anciens; cependant, la première mesure 
qui ait répandu quelques lumières sur la question de la âgure de 
la Terre, est celle que Picard exécuta en France vers la fin da 
XVIP siècle. 

Si la Terre était parfaitement sphérique, tous les degrés des 
méridiens seraient égaux; mais quels que soient leurs rapports entre 
eux, il est évident que si à un point quelconque de la surface ter- 
restre, on mesure la hauteur méridienne d'une étoile, et qu'après s'être 
avancé vers le pôle élevé , sur le méridien de la première station , Fott 
mesure encore la hauteur de la même étoile lors de sa culminati6n, 
l'arc parcouru sera d'un degré, en supposant que la différence dea 
hauteurs méridiennes de l'étoile soit elle-même d'un degré. A la ri- 
gueur, l'angle formé par les verticales des deux station8,ou V amplitude 
de l'arc intercepté , est égale à la différence des hauteurs méridiennes, 
moins l'angle sous lequel on verrait du centre de l'étoile , l'arc par- 
couru; mais nous avons dit ( art. ^3 ) que cet angle est insensible. 

Afin de n'avoir aucun doute à cet égard, soit ^C la verticale 
(fig. 3i) et ^H l'horizon de ^ : soit pareillement BC la verticale , 
etBH' l'horizon dciî. Cela posé, là hauteur méridieniie de l'étoile J? 
sur l'horizon de ^ sera représentée par l'angle E^H = A; la hau- 
teur de cette étoile sur l'horizon de B sera de même représentée 
par l'angle EBH=^ h'. Or, l'angle C a pour mesure l'arc ^B; et 
comme les angles H^B^ HBA sont égaux, et qu'ils ont chacun 
pour mesure^ arc ^B, il s'ensuit que Jï^-B -}- JSSui^ = C. Donc 
les trois angles du triangle EAB ou 2^ = £ + A 4- (a<i — ^0+ C, 
donc enfin C:=K — h — E.- 

371 . Nous avons fait voir, dans les chapitres précédens, comment 
on détermine rigoureusement, par la Trigonométrie, la longueur 
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d'an arc de plus courte diâtance compris entre deux points de la 
surface terrestre , quelle que soit sa direction par rapport à una 
méridienne. Nous avons eu outre exposé les méthodes des astro^ 
nomes, pour observer avec précision tant les azimuts des extrémités 
de cet arc que son amplitude ; ainsi , en divisant la longueur d'un 
arc par le nombre de degrés qu'il contient, le quotient exprime la 
valeur du degré moyen correspondant à la latitude moyenne. C'est 
de cette manière que l'on est parvenu à connaître la grandeur de$ 
degrés des méridiens sous différentes latitudes, et que Ton s'est 
convaincu de leur accroissement de l'équateur aux pôles. 

Voici, par exemple, le tableau des principaux degrés mesurés, 
avec les latitudes de leurs milieux, exprimées suivant la division da 
cercle en 4oo grades. 






T 



■**"^ 



LIEUX 

des 
ohaenrations. 



f^-^ 



WMSi» 



Le Pérou 

LTnde 

Le cap de Bonne-^Espérance. 

La Pensylranie. • 

L'Italie • 

La France 

L'Angleterre 

La Suède »...••.•. 



LATITUDES 
mojenocf» 



o'oooo 
13,7778 B 
57,0093 ji 
43,5556 JS 
47,7963 B 
5i-,33:a7 B 
58,4074 B 
73,7037 B 



LONGUEURS 

des grades 
en iU€Cfes. 



99543,7 
iooo5a,5 

99789*1 

99948,7 
100017,9 

100100,7 

ioo3a3,7 



NOMS 

des 

obscrvateoifl. 



iriifni"7i ig 



Bouguer et Lacondamine 
Lambton. 
Lacaille. 
Mason et DixoQ 
Bodcovich et Lemaire. 
Delambre et Méchain* 
Mudge. 
Melanderbielm ctSyan-* 
b«rg. 



La Terre est donc, comme nous Tavons déjà supposé, aplatie vers 
les pôles et renflée vers l'équateur. La théorie vient aussi à i'appui 
de cette conséquence; car en supposant que notre globe, doué d'un 
mouvement rapide de rotation, ait été originairement une masse 
fluide 9 il a du, par suite de ce mouvement et de la pesanteur, prendre 
la forme d'un ellipsoïde de révolution. En effet, Newton démontAi 
le premier, que si la Terre était homogène, son aplatissement serait 



d^ tU' Cependant, l'on voit, par la comparaison des divers de- 
grés mesurés dans les deux hémisphères, que les méridiens sont 
différens entre eux, et n*ontpasexactemen|; la forme elliptique. 



373. Une des opérations les plus importantes de ce genre, est 
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celle qoi a été exécutée par MM. Delambre et Méchaln, depuis 
Dunkerque jusqu'à Mout-Jouy, continuée au sud par MM. Biot et 
Arago jusqu'à l'île de Formenlera, et rattachée au nord à celle da 
major- général Roy, en Angleterre. 

En Toici les résultats, extraits de Yj4stronomie de H. DelMiibre, 
tome III, page 566. 





..„,.o,.. 


,.„..„.„ 


■-;•-" 


DECKis. 


"*?""»• 


l«t degti. 


Greenwich.. 
Dunkerque. 
Panthéon . . 
Évaux. .. .- 
Carcassoiine 
Mont-Joi.y.. 
Formentera 


5i»38'4o-oD 
5.. a. g.ao 
48.50.49,37 
46.,o.4=,54 
4=i.ia.54,3o 
4..-. .«,.96 
38.35.66, !■ 


o'aS-îo-So 
a. 11.39.83 
a. 40. S,83 
a.57.48,a4 
,.5,. 9.34 
a. 4,. 48,85 


a5a4.'-9 
'"4944,8 

iSaaqS, i 
168846,7 
1 05499, 
i536o5,8 


57o8aT63 
57069,31 
56977,80 
56946,67 
56993.84 


49-5e'a9'3= 
47.50.45,91 
4441 .48,37 
4a.,7.,9,6o 
40. o.5o,o 


5Ta5 

33.40 

la.gi 

— a,oo 



On voit tout d'abord , par ce tableau, que les degrés n'ont pas entre 
çux les rapports qui conviennent à un méridien elliptique j les trois 
premiers donnent bien une diminution du nord au sud; mais le 
quatrième indique une augmentation ou une latitude trop faible à 
Mont-Jouy. Cette anomalie disparaît en s'arrétant aux résultat» 
moyens de toutes les observations : aussi M. Delambre, prenant le 
milieu entre les observations de latitude faites à Barcelonne et à 
Mont-Jouy, et pour Dunkerque, le milieu entre les deux étoiles, a 
formé un second tableau où l'on remarque une diminution dans tous 
les arcs; meiis qui est encore trop irrégulière, puisqu'elle ne devrai! 
être que de 10 toises environ par degré. Voici ce second tableau. 





.„„™.. 


,.„.,..„. 


'".";:;:,"" 


DECnÉS. 


niojcnno. 


pudEUrt. 


Greenvich., 
Dunkerque. 
Panthéon . . 
Évaux 

Carcassonne 
Mont-Jouy. 
Formentera 


5.-a8'4o-oo 
5i. a. 8.5o 
48.50.49.37 
47.io.4a,54 
43..a.54,3o 
4, .a. .46.58 
38.39.56,11 


0"s6'3r5o 
a.ii.i9,i3 
a.40. 6,83 
a.57.48,a4 
1.5.. 7.7a 
a. 41 .50,47 


a5a4iT9 
ia4944.8 
i5aa95.i 
168846.7 
105499, 
i536o5,8 


57097Taa 
57087,70 
57069,31 
56977,80 
56960,46 
55946.89 


5i-i5'a4' 
49. 56. 29 
47.30,46 
44.41.48 
4a.17.a1 
40. 0.5a 


7Ta3 

8,4i 

3a, 40 
9.36 
5,o3 
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373. Si les quatre arcs coDsécuti& du méridien, mesurés en 
France, appartenaient réellement à un ellipsoïde de révolution; que 
Ton substituât leurs valeurs dans la formule suivante , 



aoo 



qui dérive de celle de l'art. 178, et dans laquelle ^"= -^ désigne le 

grade moyen , a Taplatissement ; on aurait, entre ces deux inconnues^ 
quatre équations qui étant combinées deux à deux , donneraient exac'- 
tement les mêmes valeurs pour ^'^ et oc, en supposant toutefois que 
les erreurs d'observation fussent insensibles; mais, comme il n'en 
est pas ainsi, on cherche à déterminer l'elUpse qui satisfait le mieux 
aux arcs mesurés. U existe, pour cet effet, une méthode très élégante 
que M. Legendre a appelée Méthode des moindres quarrés, et 
qu'il a publiée pour la première fois dans un Mémoire sur la Déter- 
mination des orbites des Comètes. Elle jouit de l'avantage de 
diminuer autant que possible l'influence des erreurs commises dans 
la mesure des arcs entiers, ou dans une série quelconque d'observa- 
tions, en rendant minimum la somme des quarrés de ces erreurs. 
L'illustre auteur de la Mécanique céleste a, depuis, confirmé l'exac- 
titude de cette méthode par sa savante Théorie des probabilités. 
Si, par exemple, on a le système d'équations 

jE = a 4- i^ H- cy + yz + , 

£' = a' + *'^ + c> + /'z -h , 



dans lesquelles aie, a'Vd . . • sont des coefficiens connus, et xyz...^ 
sont des inconnues qu'il faut déterminer par la condition que les 

valeurs de £, £' se réduisent à une quantité ou nulle, ou très 

petite; on aura, pour la somme des quarrés des erreurs, 

+ ^{ab+a'V+a!V'...)X'\-^{ac+a'c'+a!'c\ ..)y 
Or, le minimum de cette expression , pris d'abord par rapport à x 
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seal, sera [Calcul différentiel à^ M. Lacroix, n* i33) 

o =: lab 4- x26» + J^2ic + tlbf+ etc. ; 

en représentant, pour abréger, par lab la somme des produits 
semblables ah^a'b' 4-,.., par 26* la somme des quarrés 6*+&'»-f-..., 
et ainsi de suite. 
Le minimum^ pris en disant varier/, sera de même 

o = 2ac -H x^bc +/2c* + ilfc H- etc. . .; 
puis, en faisant varier z, on aura 

G = 1af+ xl.b/-{- y^cf + z2/* + etc . . . 

Il suit de là qâi^^ pour former V équation du minimum par rap^ 
port à Vune des inconnues, il faut multiplier tous les termes de 
chaque équation proposée par le coefficient de Vinconnue dans 
cette équation, pris avec son signe, et égaler à zéro la somme 
de tous ces produits. 

Par cette méthode, qui non-seulement est exacte, générale et 
directe, mais encore d'une application fuciie, on obtient autant 
d'équations du minimum qu'il y a d'inconnues, et il ne s'agit ensuite 
que de résoudre ces équations du premier degré, par les voies or- 
dinaires. Elle consiste en quelque sorte à prendre le centre de gravité 
des observations que l'on compare, pour trouver des valeurs les 
plus avantageuses. On pourrait aussi employer la méthode des 
Équations de condition, imaginée par Mayer, et dont les astro- 
nomes font encore usage dans certains cas ; parce que, quoiqu'elle 
soit moins sure que la précédente , elle exige moins de calculs nu- 
mériques (voyez V astronomie physique, tome II, page 191). 

374. Pour donner une application du principe des moindres 
quarrt^'s, nous emploierons les élémens suivans, qui sont ceux aux- 
quels s'arrêta la Commission des poids et mesures. 

» 



LIEUX 
des obêermiioQs. 

Dunkerque. . 
Panthéon... , 

Évaux 

Carca.ssonne . 
Mont-Jouy. . 



LATrrUDES 

en gradet. 



5G«^ ^06944 
54,274614 
5i,3o,q4i4 
48,016790 
45,968281 



ARCS COMPRIS 
exprimes en modules. 



DP 62472,69 
PE 76145,74 
EC 84424,55 
01/62749,48 



H -'H' 



H-h it 



2' 432330 
2,966300 

3,29')624 
2, 068609 



iio«^ 981668 

106,584028 
99,326204 
93,976071 
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Le 5o« gracie étant d'environ a565o modules, égaux ckacnn à 

deux toises (art. i45), on peut faire p = îj^^ , j3 étant une très 
petite fraction;' et pour lors Téquation (a) renrersée , sayoir, 

iï— iï' = 4 + i « — sin (iï~ Jï') cos(iï+ Jï% 
deviendra 

^-^'^Jto^^'^ + «.^8in(fl--jr)cosCH+ff'). 

Maintenant, appelant £, i5^ . • les corrections additives aux lati- 
tudes de Dunkerque, du Panthéon, etc... on auraKH- E — H'—E'y 
au lieu de jBT— jff', etc. , et alors , en unités de grade, 

E — JET = o,oo325a + (a,435) fi — (0,626) ot, 
ET —E' = o,oo3443 + (2,969) fi — (0,389) <^y 
JE" — £"" = — 0,001219 + (5,291) fi + (0,062) «, 
E'" — £- = — 0,001999 + (2,o56) fi + (0,292) a. 

Afin de pouvoir considérer ces erreurs séparément, on regardera 
conune une nouvelle inconnue l'erreur E!\ par exemple, et l'on aura 

£ = E" + 0,006695 + (5,4o4) fi — (1,016) et, 
E! =E''\- o,oo3443 + (2,969) fi — (0,389) ^> 
E' =E', 

£'''=£"+0,001219 — (3,291) iS — (0,052) £t, 
£'^ = £" + o,oo32i8 — (5,348) fi — (o,344) a. 

Appliquant le principe des moindres quarrés, énoncé précédem- 
ment, et exprimant d'abord la condition du minimum^ par rapport 
à rinconnuc £", dcHit tous les coefficiens sont 1; on aura, par Tad* 
dition de toutes ces équations , 

o =; 5£" + 0,014575 — (0,266) fi — (1,801) «; 
donc 

E^^ — 0,002915 4- (o,o55) fi 4- (o,36o) a. 

La substitution de cette valeur dans les cinq équations ci-dessus, 
conduit a 
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E sa 0,003780 + (5,457) jS — (o,655) et 

E' 5= o,ooo5a8 + (3,oa2) jS — (0,029) et 

jE" = — 0,002915 + (o,o53) jS + (o,56o) a }^ {b). 

£"'= — 0,001696 — (3,a38) /S -h (o,3o8) « 

JS"^= o,ooo5o3 — (5,295) fi + (0,016) a 

Od exprimera la condition du minimum par rapport à /3, en 
multipliant chacune de ces équations par le coefficient de j3 dans 
ces mêmes équations, pris avec son signe, et en égalant à zéro la 
3omme de tous ces produits. Si l'on opère de la même manière par 
rapport à a , Ton aura les deux relations 

o = 0,026957 4. (77>458) fi — (4,729) «, 
o = — o,oo4o6o — ( 4,729) fi •+• (0,666) « î 

d'où l'on tire 

et = 0,00675 , fi S=5 0,0000775 J 

donc l'aplatissement le plus probable, résultant de l'ensemble des 
observations, est 

et le 5o« grade 

^/ ^ 25g£ ^ 25648,02- 

Enfin, substituant dans les équations (b) les valeurs de a et j8, on 
aura, pour les erreurs exprimées en secondes décimales, 

iS=— 2*,i9, £' = 5',65, K'=— 4%79, £'''=i',34, £-;=o>5; 

de là^ en secondes sexagésimales, 

B = — oV3, £' = i",83, JST' = ~ i'',55, JS''' = o",42,JS«^=o>2. 

L'aplatissement déterminé de la sorte, est beaucoup plus grand 
que celui qui résulte des phénomènes de la précessioiTet de la nuta- 
tion, et qu'on trouve de y~^, en le déduisant de deux inégalités du 
mouvement lunaire, l'une en latitude, l'autre en longitude. On sait 
d'ailleurs, par la comparaison des arcs mesurés en France et à l'équa* 
teur, qu'il est seulement de ^ (art. 180); résultat bien peu difiërent 
du précédent. Ainsi l'aplatissement 7^ que fournissent les seules 
mesures de France, appartiendrait à une ellipse qui ne peutconyenir 
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k là figure générale du globe , et qui supposerait dans les observa- 
tions des latitudes de Paris et d'Évaux des erreurs beaucoup plus 
fortes que celles qui sont probables. De telles anomalies dans les 
latitudes ne pouvant donc être entièrement attribuées aux observa- 
tions , l'on est porté à croire qu'elles tiennent à des attractions 
locales qui agissent irrégulièrement sur le fil-à*plomb, et écartent 
la figure de la Terre de celle d'un ellipsoïde de révolution. 

Si, dans les équations (6), l'on fait« i=jjsy suivant Newton, et 
que Ton cherche, comme on vient de l'enseigner, l'équation du 
minimum, on obtiendra une résultante qui fournira une nouvelle 
valeur de /3; et pour lors le 5o" grade, qui est une fonction de cette 
valeur, s'accordera suffisamment avec la détermination adoptée 
(art. 1 77) j mais il résultera de là , que les valeurs de £, jE', E' s'écar- 
teront davantage des limites probables des erreurs des observations, 
dans l'hypothèse du minimum absolu. (Consultez à cet égard, le 
Mémoire cité de M. Legendre , et la Mécanique céleste, tome II , 
page i4o.) 

37^ }/[. Delambre préfère la méthode qui donne les moindres 
erreurs de latitude, moitié positives, moitié négatives; celle qu'il 
emploie pour cet efiet n'est pas directe, mais elle est trop simple 
pour la passer sous silence. Ce célèbre astronome prend la for- 
mule 

(£r' -.H) = ^ ^ [1 H- 1 * cosî (H' — Jï) C08 Ça'-hH)]» 

qu'on déduit aisément de celle de l'art. 178, en 7 négligeant les puis* 
sauces supérieures de l'aplatissement, et transformant le terme en « 
par le procédé de l'act. 184; puis il détermine, d'après l'arc mesuré, la 
différence H' -^H des latitudes pour différentes hypothèses d*apla- 
tissement, et par conséquent l'erreur des observations. £n considé- 
rant, par exemple, la latitude de Paris comme la plus exacte, et 
appliquant la formule ci-dessus aux arcs du méridien compris entre 
le Panthéon et les lieux rapportés dans les tableaux précédens, il a 
reconnu que, pour l'aplatissement « = 7^, la somme dès erreurs 
se réduit presque à rien, tandis qu'aucune d'elles ne passe V \ de la 
division sexagésimale: L'aplatissement ~ satisfait encore assess 
bien à la condition, au lieu que -^ donne la somme des erreurs 
sss,^ ib^'j^Q {Abrégé d'ji9trQnomiey^^Go^)Jïo\il fait donc pré^. 
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sumer que -p^ est à peu prés l'aplatissement de l'ellipsoïde os- 
culateur à la surface occupée par la France. 

376. Jusqu'à présent l'on n'a guère déterminé avec succès l'ellip- 
ticité de la Terre , que par la comparaison des arcs de méridiens. 
Cependant les géomètres désirent depuis long-tems faire concourir 
à cette détermination les mesures d'arcs de parallèles. En effet, les 
deux ligues de courbure d'une surËice quelconque étant perpendi- 
culaires entre elles, la mesure d'un arc de parallèle est, théorique- 
ment parlant, propre à &ire connaître si la sur&ce à laquelle elle 
appartient est ou n'est pas de révolution. Par les opérations géode- 
8iques,on ne mesure pas directement cet arc; ce sont, comnjiepour 
la méridienne, les triangles établis le long de cette ligne qui «erTent 
è en déterminer la grandeur (art. 2o5) :il ne reste plus ensuite qu*à en 
évaluer l'amplitude par les signaux de feu , ou à l'aide d'excellen» 
chronomètres, ou par tout autre moyen. Mais il parait si difficile 
d'obtenir cette amplitude a^vcc unô extrême précision, qu'on a peu 
d'espoir d'acquérir par là, sur la véritable figure de la Terre, plus de 
lumières qu'on n'en possède maintenant. Néanmoins, Tonne diit pas 
négliger de £iire entrer en considération les mesures d'arcs de paral- 
lèles, ou de perpendiculaires à la méridienne, si les observations de 
longitude et d'azimut peuvent inspirer assez de confiance, et si les 
opérations géodésiques ont été faites avec tous les soins que leur 
importance exige. Il conviendra dans ce cas , de recourir aux for- 
mi/Ies et aux moyens que M. Laplace a proposés, et que nous ferons 
connaître dans le chapitre suivant. 

. < «La longueur d'un arc de parallèle compris entre les points extrêmes 
d'une chaîne de triangles, et son amplitude étant connues, on aura 
aisément la longueur du de^ré moyen de ce parallèle ; car ce serait 
sans doute un hasard si les portions de cette ligne étaient rigoureu- 
seniept proportionnelles à leurs degrés. Les irrégularités observées 
dans les arcs de méridiens donnent lieu de penser quil en existe 
Dussi dans les arcs de parallèles. Cependant, si les difierencea entre 
les dçgrés d'vw même parallèle sont très légères, et qu'elles fMussent 
être uniquement attribuées aux erreurs des observations, l'on sera 
en droit de conclure que, dans le lieu où l'on a opéré, la sur&oe de la 
Jtrre est réellement de révolution. Pans la supposition contraire, 
lé parallèle iuesuré.çeraii^l courbe irrégulière,, jet la diffîrenee de 



• / 
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longitude de ses ëif trémités ne sera pas rigoureuseitaent son- amplB- 
tude : CD déterminera alors^, pat les méthodes connues, el employées 
à régatd des méridiens, Tellipse qui y âati^ait le mieux. Mais quç 
pourra-t-on eoaclure de là? que la Terre, dans le lieu des obsei^a- 
tions , a sensibFement la forOie d'un ellipsoïde. . 

577. Au lieu d'évaluer un arc dé, parallèle, on peut calculer la 
longueur de la ligne géodésiquc perpendiculaire au méridien prin- 
cipal, et déterminer ensuite son amplitude par Tobservation et le 
calcul; car on a vu, à Fart. 188, que, de la combinaison du degré 
de l'arc perpendiculaire à un méridien , et du degré de ce méridien à 
la même latitude , l'on déduit Êicilement l'aplatissement de la Terre 
supposée de forme elliptique, çt plus exactement que par la com- 
paraison de deux degrés rapprochés du méridien. La méthode de 
calcul à employer, pour déterminer la longueur dont il s*agit, 
a été exposée au chapitre XI du livre III. Quant à l'amplitude 
cherchée, il est visible qu'elle est égale à Tangle que forment entre 
elles les normales des extrémités de la ligne géodésique calculée. 
Or, par les observations de latitude et de longitude, on connaîtrai 
tant les angles que ces normales font avec le rayon du pôle de la 
Terre, que celui des deux méridiens extrêmes; il ne s'agiradodc plus 
que de calculer le troisième côté d'un triangle sphérique dont on 
connaîtra deux côtés et l'angle compris. 

« 

Soient, par exemple, -H", H' les latitudes des extrémités de l'arc 
perpendiculaire mesuré , et P leur différence en longitude; on aura, 
par la propriété du triangle sphérique, et en désignant en outre 
par U l'amplitude de l'arc dont il s'agit, 

sîn» ^'V = sin* K-H" — H') -f- cos H cos H' sin» ^ P; 

ainsi, en divisant par cette amplitude la longueur de l'arc perpen- 
diculaire mesuré, on aurait la longueur du degré moyen. Mais il est 
plus exact de faire usage de la valeur du premier degré perpendicu- 
laire, dans la recherche de l'aplatissement (art. 188); degré qui 
coïncide sensiblement avec la portion correspondante de la section 
verticale ayant même direction. 

Mais comment évaluer en général l'amplitude U d'un arc P' per- 
pendiculaire au méridien AP (fîg. 52 ) , et résultant de la section 
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&ite sur le sphéroïde de révolution , par un plan passant par la 
normale AN! c'est ce que Ton va feire voir. 
. Par les extrémités -af , B de Parc P', concevons les normales ^Nj 
£N' à la sur&ce terrestre , l'oblique BN^ et la droite hN parallèle à 
BN'. D'après cela, si, dans le plan ^BN et par le point B^ l'on 
mène l'horizontale AjBT et la perpendiculaire jSi{ à cette horizontale , 
l'angle BRA sera l'amplitude de P'. Or, cet angle qull s'agît de con- 
naître, est sensiblement égal à celui des deux normales ^Ny BN qui 
mesure l'amplitude de la plus courte distance ^B. On s'assurera de 
ce fait ainsi qu'il suit. 

D'abord si, par le point R' pris sur la normale 5iV^', et sur la 
perpendiculaire RR' au plan NBA^ l'on mène respectivement à 
\éN et BR les parallèles R1A\ RIB\ l'angle B'R'A'=:zBRA sera 
l'amplitude de la section AB = P'. Ensuite si l'on appelle 4 l'angle 
JiBN' formé par la normale BN' et l'oblique JSiV", angle qu'on trou- 
vera de 8",6 environ dans l'hypothèse de l'art, 188; il est visible 
que l'angle RBR' = 4'» c* dont le plan est perpendiculaire à NBA y 
sera, à très peu près, égal à 4 sin ^; f^ étant l'azimut de AB sur 
l'horizon de £f, et calculé sur la Terre supposée sphérique. Ainsi ^ 
pour passer de l'amplitude calculée JBiî'-^'à l'angle 5'iî'ud^' ou JBi{^, 
il ne s'agit que de faire usage de la formule pour réduire un angfe 
à l'horizon (art. 96). Soient donc BR!A' = O, et BRA = CX ; on 
aura, à cause de B'R'B = 4' = 4 ^in f^, et d'après Farlicle cité; 

O'— O = (0tang i O sin 1" — (^^ cot ^O sin 1''; 

quantité tout-à-&it insensible, et, dans tous les cas, bien plus petite 
que Terreur qui affecte l'angle O, et qui résulte de celles des observa- 
tions de latitude et de longitude. On peut donc toujours prendre 
pour amplitude de l'arc de section AB = P', l'angle bNA des deux 
normales des points extrêmes. 
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CHAPITRE ni. 

Continuation de la recherche de la figure de la Tetre^ ctcprès 
les mesures géodésiques et la théorie de M. Laplojce. 

S78. 2^1 l'on pouvait satisfaire aux équations de condition qu'ex- 
priment les formules relatives à la ligne la plus courte tracée sur une 
sur&ce engendrée par la révolution d'une ellipse autour de ison petit 
axe (art. 56a ), il s'ensuivrait que la figure de la Terre serait conforme 
à cette hypothèse; mais jusqu'à présent il n'est aucune opération 
géodcsique, considérée en elle-même, qui ne donne une ellipticité 
difierente. Toutefois , si la surface terrestre, abstraction faite de ses 
aspérités y est irrégulière, elle s'écarte peu de celle d'une sphère. 
Il est donc important d'examiner les propriétés d'une ligne géode- 
sique étendue sur un tel sphéroïde. 

Clairaut paraît être le premier qui se soit occupe de cette question 
délicate ; mais l'illustre auteur de la Mécanique céleste a donné 
sur ce sujet important, une analyse beaucoup plus complète et 
plus savante, et au moyen de laquelle on peut non- seulement 
décider, d'après des mesures géodésiques prises dans le sens da 
méridien et suivant des directions perpendiculaires à cette ligne, si 
la Terre est ou n'est pas un ellipsoïde de révolution, mais encore 
déterminer autant d'ellipsoïdes osculateurs qu'on a formé de perpen- 
diculaires à la méridienne , et sur lesquels les positions géographiques 
des objets peu éloignés des points de contact seraient sensiblement 
les mêmes que sur le globe terrestre. C'est cette analyse que nous 
allons faire connaître, en suivant, pour arriver aux formules qui en 
dépendent, la voie qui nous paraîtra se rapprocher le plus de la 
méthode adoptée dans cet Ouvrage. 

MéUiode pour déterminer la courbe du méridien terrestre. 

57g. Si la Terre est réellement un sphéroïde irrégulier, le méridien 
terrestre est une courbe à double courbure, qui, cependant, doit 
d'autant moins diflfêrer de la courbe produite par l'intersection du 
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plan du méridien céleste et la surface de la Terre , que cette sur&ce 
s'approche plus de celle die PellipBoïde (art. 160). 

Pour déterminer cette courbe , soit u^=iO l'équation de la sur&ce 
de la Terre j u étant âne fonction des trois coordonnées orthogo- 
nales X, /, Zf en sorte que iis=/(x, /, z) j / dénotant le signe 

^'ime fouctîom ... «. 

D*abordoû sat^ dfi^rès l'art. 160,, que le méridien terrestre est la 
courbe qui est déterminée par le système des droites menées , par 
tous les'poitits du méridien céleste, perpendiculairement à la sur- 
foce du sphéroïde, et que chacune de ces droites ou normales peut 
être censée parallèle au plan de ce dernier méridien. Soient donc 
x^y^^ les coordonnées du pied d'une de ces normales, et x^, f^ zf 
les coordonnées courantes^ les équations de cette ligne seront, 



(*'- 


-X) +p(z'- 


-2) = 


= 0, 


(y- 


-^) + «(«'- 


-2) = 


= oj 



puisque l'équation différentielle de la surface du sphéroïde est 
dzssapdx Hh qdy. Maintenant 6i 

i =i ax + by + d 

est l'équation du méridien céleste relatif au zénit du point x,^, z^ 
on aura, dans. la supposition que ce plan et la normale sont paral«^ 
lèles , la relation suivante : 

op + fcj + 1 = o (i)j 

mais u = o étant Péqaalion du sphéroïde , on a nécessairement 
(art. 166) 

i' = -(ê)(ê)' î = -(|)(^)i 

et pour lors la relation (1) prend cette forme, 

-'•(È)(è)-*©(â+'=<>. 

OU 
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« Pour avoir les constantes a et b y on supposera connues les 
)» coordonnées du pied de la verticale parallèle à Taxe de rotation 
)) de la Terre, et celles d'un lieu donné de sa surface. En substituant 
^ successivement ces coordonnées dans l'équation précédente , on 
?s> aura deux équations, au moyen desquelles on déterminera a et b. 
^ L'équation précédente , combinée avec celle de la surface i^ = o^ 
}> donnera la courbe du méridien terrestre qui passe par le lieu 
A> donné. j> 

Si la Terre était un ellipsoïde quelconque, u serait une fonction 
rationnelle et entière du second degré en xyzj c'est-à-dire que l'on 
aurait en général 



+ ^'jc + By + Cz 

4- :^ V + B'xz + cyz 

+ D 



u. 



L'équation (2), dans laquelle (^), (^Y (^ sont des différen- 
tielles partielles de i^, apparUendrait alors à un plan dont l'intersection 
. avec la surface de la Terreformerait le méridien terrestre ; mais dans 
le cas général, ce méridien , comme nous l'ayons dit, est une courbe 
à double courbure , et diffère de la ligne déterminée par les mesures 
géodésiques. 

Nous n'expliquerons pas comment on peut tracer cette ligne sur 
la Terre, parce que l'opération qu'il s'agit de feire à ce sujet est suffi- 
samment indiquée dans les art. 1 69 et sui v. ; mais nous rappellerons 
que les lignes tracées par les opérations géodésiques ont la propriété 
d'être les plus courtes que l'on puisse mener sur la surface du sphé- 
roïde : leur premier côté, dont la direction peut êtrç supposée quel- 
conque, est tangent à la surface de la Terre; leur second côté est 
le prolongement de cette tangente^ plié suivant la verticale; leur 
troisième coté est de même le prolongement du second côté, plié 
suivant la verticale, et ainsi de suite. 

(c Voyons maintenant quelles lumières peuvent donner sur la 
» figure de la Terre, les mesures géodésiques feites, soit dans le 
» sens des méridiens , soit dans le sens perpendiculaire aux méridiens. 
» On peut toujours concevoir un ellipsoïde , tangj^nt a, chaque point 
» de la surface terrestre ^ et sur lequel les mesures ^éod^ques^ les 
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y> longitudes et les latitudes, à partir du point de contingence, dans 
7> une petite étendue, seraient les mêmes qu'à cette surface. Si la 
» surface entière était celle d'un ellipsoïde, Fcllipsoïde tangent serait 
» partout le même; mais si, comme on a lieu de le croire, la figure 
y> des méridiens n'est pas elliptique, alors l'ellipsoïde tangent varie 
}» d'un pays à l'autre, et ne peut être déterminé que par des mesures 
7^ géodésiques faites dans des sens diflfêrens. Il serait très intéressant 
7) de connaître ainsi les ellipsoïdes osculateurs d'un grand nombre 
j> de lieux sur la Terre. » 

Équations de la plus courte distance sur la surface de la Terre. 

38o. te Soit a = 5C' H- j^ + z* — i — aai^' = o, l'équation de la 
D sur&ce dja sphéroïde que nous supposerons difierer très peu d'une 
j> sphère dont le rayon est l'unité, en sorte que « est un très petit 
» coefficient dont nous négligerons le quarré. i/ peut toujours être 
y> considéré comme fonction des deux seules variables x el y\ car 
}» en le supposant fonction de x^ y^ z, on peut en éliminer z, au 



î> moyen de l'équation z = V^i — x^ -* J'' »» que l'on obtient dans 
ITiypothèse que la Terre est une sphère. Cela posé, si l'on différencie 
successivement, par rapporta xyz^ l'équation précédente en u, on 
en tirera 



Ç) = ---(J') = 


= 0, 


Q = ay-.a*(^) = 


= 0» 


(5) = ^^î 




leurs dans les équations 




(e) ^y - (^ ^1" = 


= 0» 


(c) ^'^ - (M) ^^ = 


= 0, 


(^) ééx - (%) ddy = 


= 0, 



qui sont celles de la ligne ][a plus<:ourte sur la surface de la Terre 
(art. i65), on aura 
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xdy^yd^x = « (^) dy - a(|) d^x 

xd^z — zrf'^v = <t (^') (/«z \ (O); 

yd^z — zdy = a (^) d'z 

Dous désignerons, comme à l'ordioaire^ cette ligne sous le nom de 
ligne géodésique. 

a Nommons rie rayon mené du centre de la Terre à sa surface 
D (fig. 35); fl Tangle que ce rayon fait avec Taxe de rotation que nous 
» supposerons être celui des z, et ^ Tangle que le plan formé par cet 
}» axe et par r fait avec le plan des xz \ on aura 

5C = r sin 6 cos ^, jk = ^ sin 8 sin ^, z = r cos fl (A)j 

différenciant les deux premières par rapport à r et ^, puis formant 
les produits xdy^ydx^ on obtiendra 

xdy — ydx = r* sin* fle/^p (sin* ç + cos* ^) = r* sin' fl(fç (i). 

Différenciant ta première et la troisième équation (A), en consi- 
dérant seulement x^ z, r et 6 comme variables, et formant les 
produits xdz^ zdx^ il viendra 

xdz — zdx = — r* cos ^(/9 (sin* 6 + cos' 6) = — r* cos ^cffl (a). 

Différenciant pareillement la deuxième et la troisième équation (A), 
en prenant j^, z, r et 6 pour variables, on aura 

ydz — zdy — — r sin ^rfô (sin- 6 + cos* 8) = — r* sin çcfO (3). 

Enfin, multipliant les équations (a) et (3), respectivement par cos ^ 
et sin ^, on aura, en les ajoutant, 

{xdz — zc/jc)cos^4-(jKc/z— zcfy)sîny= — r*^ (cos*^ -f- sîn*^) ) ..^ 

= -T^d^ ] ^^^' 

Maintenant si l'on Ëiit tout varier dans les équations (A), on aura 

dx = dr sin 9 cos 9 + r cos fl cos ?rffl — r sin 9 sin ^r/(p, 
dy = rfrsin 9 sin ^ + r sin 9 cos 9c/<p + r cos 9 sin cprfç), 
dz = rfrcos 8 — r sin 9c/(>. 

a. • 35 
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Quarrant toutes ces équations , ajoutant et réduisant au moyen des 
équations sin* ^ + cos* ? = i > sin* 9 -+• cos' 8 = i ^ on obtiendra, 
à cause de ds^ = dx^ + rfy* + dz\ 

ds^ =:dr^ + r* sîn* 6d<p* + r^dA* (5). 

a En considérant ensuite u' comme fonction de x et de y^y et 
X désignant par h la latitude du point M' (fig. 33), on peut supposer 
j> dans cette fonction, r s; i et A s= loo* — 6, ce qui donne y au liea 
7> des équations (A), 

X s= cos h cos ^y y :sz cos h sin ^ (B) ; 
et puisque i/ est fonction de x^y^ il Test aussi de h et '9; on a donc 

u' = /(x,y), V«/(A,(P); 
différenciant ces équations, il vient 

du- = (I) rf« + ^ rfK, 

*^ = (f ) ''* + O ''*: 

donc 

« mais on a, en vertu des équations (B), 

x^ ^y^ s= cos* hy ^ = tang ^, 
}^ d'où l'on tire par la différentiation, 

sinhcoah ^ ^ a^ ^ 

D En substituant ces valeurs dans l'équation différentielle précédent^ 
7> en vly et comparant séparément les coefiiciens de dx et de dy^ od 
» aura 

(\du!\ __^ cos ^ /^'X sîn ^ /'^"'X 
»cir/ *"" sin A \dA / cosA \{îf"/' 
(di/\ sin ^ /Ai\ ,■ cos f /dtx\ 

soustrayant la seconde de la première, après avoir multiplié l'unie 
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et Fâutre respectivement par ddy^ ddxy on aura, en faisant atten» 

tion que les relations (B) donnent cos <p s= ^ , sin f = ^, 



(«^ 



--};:4ixddx-^yddy) 

Or, en négligeant dans les équations (O) les quanlités de Tordire »i 

on a 

xddy — yddx = o. 

De plus , les deux équations xddz — zddx = o, yddz — zddr = o 
étant multipliées respectivement par zxy ty et ensuite ajoutées entra 
elles, donnent 

D'un autre cAté Téquation 5c* +^*4- jc* = i fournît, en la diffi^en* 
ciant deux fols de suite et en regardant âx^ dy^ét comme ya« 
riables , 

xddx ^yddy +• zddz 4- {dx^ + ^* + &*) = o, 
ou à cause de cfo* = c/x* + dy^ + {/z% 

«(/•x -^yd'y + z(f*z -f- (/^' = o. 
Substituant ici pour zd^z sa valeur précédente, on aura 

*^* H- J'rf'/ 4- î^^^-r^ + A- = o; 
OU bien 

(xrf-x +/rfy) («• +y -f «•) = — às"^ («•+r)î 

OU encore 

xd^x -\-yd^y =3 — {&• cos' A. 

Fartant, l'équation (C) se réduit à 
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La première des équations (O) donnera ainsi en l'intégrant 

f{xddy--yddx)=fit (^) d^ x=fd.{xdy^ydx) 

= {xdy — ydx) -f- const., 
c'est-à-dire, à cause de l'équation précédente (j), 

ï*d9 sin» fl = cds + adsjds ^^) (p) ; 

ip étant une constante arbitraire. 
La seconde des équations (O) donne évidemment 

d. (xdz — zdx) = A (j^j ddz : 

si nous reprenons celle obtenue plus haut, 

on aura sur-le-champ, en réduisant et en y substituant pour X'-f*J^> 
^txddx +ydd/ leurs valeurs trouvées précédemment, 

ddz = ^SL^Û£±ÏÉ^ = _ ^ds^. 

** X* -}- y* ^ ** > 

mais à cause de x* 4-JK' + 2^* = i , on a 

z = Vi — (^* + J^*) = Vi — cos* h = sin/l; 

donc 

{/cfc = — sin hds^ ; 

partant 

d.Çxdz^zdx) = — a(/j* (^) sin Aj 

€>n a pareillement 

(f . (jK^Z — zdy) = — «&• Çj- ) sin A. 

L'équation (4) deviendra, en vertu de ces valeurs intégrées , 
r*(/8 = c'ds sin ^ + c'^ds cos p 

+ ads cos ^(/y ^^) sin h 

•+• «Jij sin pjjfis C^") sin Aj 
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et substituant pour ^^ Y (^^ leurs valeurs précédentes, on aura 
r'i/Ô = c'ds . sin ^ H- d'ds . cos (p 

— tf{/5 cos ^fds {(j^ ) cos ^ + (-j^ sin ^ tang A} 
^adssimpfds {(i^)sin (p — (^) cos (p tang /i} (g). 

Recherche de rexpression de Varc du méridien terrestre. 

38i. a Considérons d'abord le cas dans lequel le premier côté de 
» la ligne g<b(iésique est parallf le au plan correspondant du méri- 
» dien céleste. Dans ce cas, d^ est de Tordre a, ainsi que (fr; on a 
» donc, en négligeant les quantités de Tordre a* dans Téquation (5), 
y> ds=: — rrfj, Tare tétant supposé croître de Téquateûr aux pôles. » 
4 exprimant la latitude , il est facile de voir (et j'ai d'ailleurs dé- 
montré, dans le cinquième n* du Mémorial du Dépôt général de la 

Guerre, page 176), que Ton a ô= loo* — A— ^^V ce qui donna 

par la diiSérentiation y 



D'ailleurs, à cause de x^^+y^+z^ — 1 — aûtu'=o,on a r*— 1— acwi'ssso, 
et par conséquent drz=iOL — y ou simplement dr = Adu'^ puisque 
7= 1 k très peu près. D'un autre côté, puisque 



r = y/2ai/ -h 1 = (2au' 4- 1 )• = (1 4- 2au'y =: 1 + ^W, 

on aura en substituant dans </^ =a — rdS pour i/0 et r leurs valeurs 
précédentes, 

<i? = nf A [(! + • (g)] =: (1 + W) iA [iH- * (^')] 

en négligeant toutefois les quantités de Tordre a*. 

Pour intégrer cette équation, soit (i + au^ + cL C^j] ^^J ^û 
aura s m^fXdh. Or, oa aait, par la méthode générale des intégralea 
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approchées (CeUoul intégral de M. Lacroix) , que 

r.— r=: r' ^si^ -H r" ^°',-/^' -4-. » ♦» 

Par conséquent ^ entre les limites k et ^^ qui représentent les la« 
titudes des deux extrémités de l'arc s^ on aura 

,=Q+«..+.(S;')].+=i[(f)+(^:^')]+- 

€ désignant A — - A., c'est-à-dire la différence en latitude des deux 
points extrêmes de Tare s^ et u\ étant ici la valeur de a' à Torî- 
gine de s. 

Examen de V écart du méridien terrestre, du plan d'un même 

méridien céleste. 

58a. « Lorsque la Terre est un solide de révolution, la ligne 
i> géodésique est toujours dans le plan d'un même méridien; elle 
D s'en écarte si les parallèles ne sont pas des cercles ; Tobservation 
9 de cet écart peut donc nous éclairer sur ce point important de la 
>i théorie de la Terre. Reprenons Téqua ion (/>) et observons que 
}B dans le cas présent d^ et la constante c de cette équation sont de 
9> Tordre a, et que Ton peut y supposer r=i, {/l;=e/Aetâ=ioo^ — h^ 
B on aura ainsi 

df cos* h = cdh + adhfdh (^) (p'). 

1» Maintenant, si Ton nomme P Tangle que feil le plan du méridien 
9» céleste avec celui des xz, d'où Ton compte rorigine de Tangle Ç: 

» on aura visiblement ^ = tang P (6g. 54), xVz' étant les coor- 

9» données de ce méridien^ dont on a vu ci-dessus que Téquation 
1» dilféreulielle est 

dz^ =i adxf ^ bdf i 
fa la craiparant à la précédente, qui peut se ofêttre sous la forme 

o » c// — tang Pd:^, 
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on voit que û et J sont infinis. En effet, dans celle-cî la différen- 
tielle cfe' est censée n'avoir disparu que parce que son coeflEicient =o; 
on peut donc écrire 

G X (fz' =5 ((/ — tang P(/x', 
ou bien 

on a donc 

o ' o 

Divisant ces deux dernières équations l'une par l'autre, on obtient 

— J = tangP; 
et puisque aetb sont infinis, l'équation (a) de l'art. Syg, se réduit à 

donc 

.(B)'-8^-(^) = <'-* 

Éliminant les coeffîciens différentiels dojit nous avons trouvé la 
valeur, on tirera 

o = X tang P -y - «(^') tang P H- «(^) 

On peut supposer P = ^ dans les termes multipliés par «&; de 
plus, ^- = tang ^ j on a donc, en divisant par ^, l'équation précé- 
dente. 



''(|^)-'^^)^^°6^ ^ '(^)"^^-K^)^'°^ 



tang? — tangP = -^ — r^^-- = ^«^ i . 

°^ ^ COS h C08 p cos h COS f cos p 

substituant pour (yA (t'\ leurs valeurs (art.38o), on aura, après 
la réduction qui se présente naturellement, 

tangf-tangP= ^»^ ., .^ =:--V^4_, 
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ou bien 

cos h cos <p (tang<p~tangP) = ^jj.^^ (D); 
mais par les formules trigonométriques connues , 

lang <p - tang P = fî^^Ji:^ = f^CiziP). 

^ ^ ° COS f cos jP cos ç cos f ' 

à cause de cos P = cos ^, à très peu près j donc Féquation (D) 
deviendra , réduction faite y 

puisque ^ — P est un très petit arc. 

Il est facile de voir, en considérant les arcs PMj PM (fig. 34) 
comme des portions de circonfcrence,queron a Jf J/'=(^ — ^P)cos^; 
c'est la distance de l'origine de la courbe au plan du méridien céleste; 
et comme le premier côté de la ligne géodésique est supposé paral- 
lèle au plan de ce méridien, les différentielles de Tangle P et de la 
distance dont on vient de parler, doivent être nulles à cette origine ; 
on a donc à ce point 

d.{^ — P) cos h 5= d(^ cos h — (ç — P) sin /i(fA = o (E); 

d'où Ton tire 

g = ((p-P)tang^j 

et en éliminant ^ — P, à l'aide de sa valeur précédente , on a 



^,=:(^-P)tangA=J^ 



''D^^-S* 



âk ^^ ^ ^ cos* A 

D'un autre coté, l'équation (/?') donne 






dh cos' h cos' 

donc 

cos' h co:»* A cos* A ' 
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donc, à cause que u'. et K se rapportent à l'origine de l'arc s, 

et enfin 

dp _ " (10 *"6 '^' , -/Kl ) ^, 

dh cos* h "^ cos* h ^ -'' 

Il est visible qu'à rextrémité q de Tare mesuré , le côté mq de 1a 
courbe fait avec le plan du méridicu céleste mn , un angle nmq à 

très peu près égal à -^ , puisque l'on peut prendre Tare pour la tan- 
gente, dans le cas actuel ^ on a donc 

nq ^_^ d.jfi — P) cos h ^ 
mn "^ dh ' 

P étant supposé constant dans la difierentîatîon; en désignant dona 
cet angle par «r, on aura, en vertu de l'équation (E), 

narzzzL-^ cos A — (9 — P) sin Aj 

si Ton remplace ^ par sa valeur, et que Ton élimine ^ — P, oa 
aura 

Qu^,, ./^(^') .(!)»,» 



cos h cos h cos h 

» l'intégrale étant prise depuis l'origine de l'arc mesuré jusqu'à soft 
» extrémité. » 

Pour intégrer le dernier terme de cette équation, soit fc = A, +£, 
ou bien h^=z h — e=z h — dhj et soit en outre u\ ce que devient 
1/ lorsque h se change en h,; on aura d'abord par la méthode des 
intégrales approchées, et en négligeant les puissances de €, 

partant 

X 34 
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réduisant ton les termes au même dénommatettf, et dévéhfh- 

paDt -^ qui domie (^) + (j^h) ^* ■+•••> P^^^ ^' est fonction 
de A, on aura 



C08 f (i -|- 1 tang 



j5{(|')«.,>gA..+(|^)iA} 



OU simplement 

» = - ^' {(D-t^-ê 'i + (^)h 

ce les valeurs de h , (^^ el (^l) devant se rapporter ici, pour plu» 

3D d'exactilude , au milieu de l'arc mesuré. L'angle ^ doit être supposé 
j> positif, lorsqu'il s'écarte du méridien, dans le sens deA accroisse- 
. % meus de 9. j> 

Expression de la différence en longitude, des deux méridiens 
ce testes passant par les extrémités d^un arc du, méridien 
terrestre. 

585. « Pour avoir la différence en longitude , des deux méridiens 
> correspondans aux extrémités de l'arc, nous^ observerons que 
» u\^ P,, ^,, ^, étant les valeurs de u', P, A et ^ à la première 
2> extrémité, on a, en verlu de ce qui précède, 

Mais a très peu près ~ =: — -^^-^ \, ; c = a (-^j tang h, , amsi 

qu'on l'a vu ci-dessus; et comme on peut faire d(p = ^ — ^,, 
dhz=: h — A, = €, on a 

par conséquent si l'on soustrait Tune de l'autre les équations (G), 
on aura 
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-r, v«P «P.; — çQj, ^^ — -j^jr^- , 
et si Fon éliixune (^ — • ç,), on obtiendra 






à cause que cos h = cos A. à fort peu près. 
Mais 

donc 

1 

Enfin, multipliant ces deux membres par sin h^^ et fais vit atteptioui 
à la valeur de 'z?*, on aura 

{P — P,).sia hi = nsr. 

« Ainsi Ton peut, par l'observation seule, indépendamment de la 
5) connaissance de la figure de la Terre , déterminer la différence eu 
» longitude I des méridiens correspondans aux extrémités de l'arc 
» mesuré j et si la valeur de l'angle <w est telle qu'on ne puisse pas 
» l'attribuer aux erreurs des observations, on sera sûr que la Terre 
y> n'est pas un sphéroïde de révolution. » 

Considérations relatives à la perpendiculaire à la méridienne^ 
différence en latitude des deux extrémités de cet arc. 

384. ce Considérons maintenant le cas où le ( ôté de la ligne 
y> géodésique est perpendiculaire au plun correspondant du méri- 
» dien céleste. Si l'on prend ce plan pour celui des xz\ le cosinus 

» de l'angle formé par ce côté sur ce plan sera ^ — ^~^ ^ • pour 

le démontrer, soit mm' ( fig. 35) le premier côté de la ligne : éodcs'que 
perpendiculaire au plan du méridien /'£;lesecondcôté77)^^7i'';«s(/t^ 



<- 
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fonnera sur ce plan, Fangle do rt il vient d'être parlé; car si l'on 
abaisse sur le plan P'E parallèle à P£, une perpendiculaire m^'p 
qui sera par consécpient une horizontale, l'angle pm'w!' sera évi- 
demment celui que ds fera avec P'E^ ou PE. Cela posé, si par le 
point m' l'on mène la petite horizontale c/jc, et par le point j9 la 
verticale cfe, on aura, par la propriété du triangle rectangle, 

pm^ = \/dx^ + c/z% et le triangle rectangle m!p7n!' donnera , en 
désignant le rayon des tables par i ^ 



ds:i::pm'z= y/Tx^ + (/z- : cos pm'w!' = ^^''^^^''^ i 

mais ce cosinus est nul à l'origine m , puisque mm! est perpendi- 
culaire au plan PJSj donc dx = o, t/z = o, et Ton voit en outr^ 

que dy = cfe, ou que ^ = i. 

U suit de là et des équations (A), que 

d.r sin fl cos ^ = o, c?.r cos 8 = 0; 

différenciant ces équations en faisant tout varier, et éliminant dr 
entre les deux résultats , on obtiendra 

rd^ = r sin 6 cos S tang ^d^ ; 

mais l'équation (5) ci-dessus donne à très peu près, ds = rd(p sin 6; 
donc si l'on divise la précédente par celle-ci, on aura 

de ^^_^ tang ç cos I 
ds ""^ r * 

4c La constante c" de l'équation (9), est égale à la valeur de 
S> xdz — zdx à l'origine ; mais nous venons de voir qu^à ce point, 
3> (fx = o, (/z = o; donc cette constante est nulle, et l'équation (9) 
7> donne à l'origine 

de if ' ^ 
ds^F^'^^i 

égalant cette valeur à la précédente, on obtient, à cause de 
tang ç = sin ^, du moins à très peu près, 

c' = r, cos 9, = r, sin ^,, 

% 

y> les quantités r^ et ^6, étant relatives à l'origine. Fartant^ si I'od 
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3> considère qu'à cette origine, l'ppgle (p est ce que nous ayons 
» nommé précédemment 9, — - P, ^ et dont nous avons trouvé la 

» valeur égale à — ;^, on aura à ce point 



cos* A, 



ds \^ J cou* hi^ 



en faisant toutefois r, = 1. 

Voyons, d'après ces considérations, ce que devient l'équation (ç); 
d'abord, puisque c" = o et que <p est de l'ordre a, on a sin 9 s= 9, 
cos ^ = 1 , et alors Téquation (q) se réduira , en rejetant les quantités 
de l'ordre a% à 

r-rfO = dds.9 — o^dsfds (^). 

Différenciant par rapport à ^, divisant tout par ds et remettant pour c' 
sa valeur précédente, on aura 

ddê^ cos #, dpi /du\\ ^-j^ 

^ = "TT "2^"*" * \dh) ^^Ji 

mais l'équation (5) donnant assez exactement ds s^ r,{f<p, sin 9, , on 

a à l'origine 

dp, _. 1 

c2ft "" r, 8in#(* 



D'un autre côté, de l'équation de la sur&ce du sphéroïde on tire 

€t comme en outre 

fls= loo» — A — (J^y et que dr =: acfa', 
on a 



fl, =s lOO» — h, --'CL 



\dhj 



partant, l'équat. (H) deviendra , à cause de cos 9, = sin|^, '+'*C^Oî 
€t de sin 6, = cos M, + » 0^0} 9 ^t ^^ éliminant r, et ^, 
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dà», ''" {*' + ' &)} . ^^f^\ 

= tang{^.H-«(^)}(x-|.«u'.)--«(^') 

= {tan6*.+.(f^-)} (x-W.) {x-taog/...(^i-)p -.«(^■> 

Enfia, dcveloppaat et rejetant les termes en a% on aura, après la 
réduction, 

^ = (i — a«a'.) tang A. + a (~^) tang* ft, (I). 

L'équation -^ = ^ ^.^^ devient, par les mêmes substitutions, et 
par un procédé analogue , 

dp^ 1 Lmf-'i 

(i + mu\) cos Ta. + « ("SrOj ^^* A. Fi — - T-^) tang /i.J 

D'un autre côté, l'équation {p) donne à l'origine 



rflp, , 




r 


■S' 


~r^ 


, sin^ #, * 


rf<>, 


'T 


1 


ar 


codA,^ 


c 




1 



et la précédente 
donc 

r\ ain* 0, ^" r, cos A,' 

et comme aussi, à très peu près, sin 6, = cos A, , on aura 

c = r, siu 6j, 

Cette même équation {p) étant différenciée, en regardant d$ conuno 
constant, le terme cds disparaîtra ^ et si on élimine du résultat 
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^ =? — r-r, c?r = adu\ etc , on aura 

dd(^i ds ^ ' ds _, \dp, ) 

dj* rî sin I, r, ain* #, ^^ coa* A, 

Mais, à très peu près, sin 9, = cos A, et r. = i — ttvl^ ; ainsi 

fit* coa* A, cos* fc, "^ co»' A, 

Wi/ \ cos* A, A 

L'équation fl= loo' — A — flt^^)donneA= loo* — ô — ^i^'^ 

si donc on développe h suivant les puissances ascendantes de ^^ 
c'est-à-dire de l'accroissement de l'arc perpendiculaire au méridien, 
on aura, par le théorème de Maclaurin , 

en ne conservant parmi les termes de l'ordre 5', que ceux qui sont 
indépendans de a. 

D'ailleurs, à cause de ds == r, sin 6,c/^, de sin 0^ = cos h^ et de 
r, = 1 à peu près, on aura 



1 



ds <2^cosA|' 

et partant, 

a^n,^^s ^ ^s ^. cosA/VaV' 

Mais nous avons vu que 57 == * (^) cof a' ^ ^* ^° vertu de l'équa- 
tion (I) on a, pour la valeur approchée de -gj;' , -^ = tang h^. 
Donc l'équation ci-dessus deviendra 

» - *■ = - ^âs; {(f ) «""8 A. + (^} - i *• tang A,. 
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a La différence des latitudes aux deux extrémités de l'arc mesuré 
3» fera donc connaître la fonction 



T.{(f)-'-8*. + 0' 



COi 

3 il est remarquable que pour le même arc mesuré dans le sens du 

j> méridien, cette fonction est, par ce qui précède, égale à ^^^ ^ ; 

10 elle pourra être ainsi déterminée de ces deux manières, et Ton 
» pourra juger si ces valeurs trouvées, soit de la différence des lati- 
D tudes, soit de l'angle azimutal «r, sont dues aux erreurs des 
» observations, ou à Texcentricité des parallèles terrestres. » 

Expression de la différence en longitude, des deux extrémités 
de Parc terrestre perpendiculaire au méridien. 

585. ^ étant évidemment fonction de Tare mesuré dans le sens 
du méridien, et ^ étant ce que devient Çi, lorsque cet arc reçoit un 
accroissement s y on aura, comme ci-dessus, et en ne conservant 
que la prenodëre puissance de ^, 

« <p — 9, n^est pas la différence en longitude des deux extrémités 
» de Tare s; cette différence est égale à P — P, j or, on a, par c% 
j> qui précède (art. 385) , 



m 



W/ ^* ^ _ D *\^/ 



donc, à cause que h s= /^ a peu de chose près^ 

(Ç> — P) — ((P. — P.)— ;^^^- ; 

mais (gj étant ce que devient (-^J , lorsque l'arc en question 
re^-oit un accroissement ^, on a, par le théorème connu, 



LIVRE SIXIÈME. «75 

partant 

D'un autre côté, puisque * §i = -A-, on a 4- = ^ ' , . et 
par conséquent 

« — P — f*. — P ^ s= l^i^cll. 
enfin 



P~P.=5(4>— ^.) 



coa' A, 



sfrj'— '•+-«) --ê*- -"-S?! 



(L). 



(c Pour plus d'exactitude, il feut ajouter à cette valeur de P — P, 
)) le terme dépendant de s^ et indépendant de ot, que Ton obtient 
» dans Thypothèse de la Terre sphérique; ce terme est égal à 

» — i ^* "^r ^^^'* ^9^^» ^^°®^ ^'^° ^» ^^ parties du rayon, 



: ^--^^+a(^).tang A.-!^^?;^ 



i> p 

COSfK 



Détermination de l'angle azimutal à Vextrémité de Varc 

perpendiculaire au méridien. 

386. » II nous reste à déterminer Tangle azimutal à Textrémîté 
» de Tare s. Pour cela, nommons x'fz' les coordonnées du point 
y> m' (fig. 36) rapporté au méridien APX^ de la dernière ex- 
3) trémité », et xyz les coordonnées de ce même point, rapportées 
au méridien APX. Le cosinus de Tangle azimutal /7/n'/7i, d après ce 

qu'il a été dit ci-dessus, est égal à ^ , — ^j et puisque xyn sont 

les coordonnées de la première extrémité de l'arc par rapport au 
plan APX^ on aura d'une part, à cause que le premier côté de s 
C5t supposé perpendiculaire à ce dernier plan, 

dx, dz, dy^ 

a. 55 
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de là , en ne conservant que la première puissance de s, 

dx ___ ddx, dz ddz, 

et de Tautre part on aara, en rapportant les coordonnées aux nou- 
veaux axes y 

x's=x.co8(P-.P,)4-J'.sin(P — P,)> 
y =^ cos (P— -P.) — * sin (P — iP,). 

Ainsi, P — P, étant, par ce qui précède, de Tordre «, la différen- 
tielle de la première des équations précédentes donnera 

divisont tout par ds^ et Ëiisant attention que pour le point que Toa 
considère y se change en y, , on aura 

et par conséquent 

^=^.^' + (^-^0t (M). 

Maintenant on a x = r sin 6. cos ç. Différenciant en faisant tout 
Tarier, et observant que ^ est un très petit angle, on trouve 

i£x = i/rsin G.cos f + ^cosScos9{iO — rsinS sin (pd^ 
= dr sin 6 ■+■ r cos flûS + r sin 6. f {/(p. 

Passant à la différentielle seconde, et regardant dp comme con- 
stant, on obtient, en négligeant les termes de Tordre a% 

ddx = ddr sin fl + r cos 6ddd — r sin 9dp\ 

D'un autre côté, r= i + au'i donc ddr=z addu!\ donc enfin , en 
divisant l'équation précédente par (ij% on a, pour la première extré- 
mité de Tare i, 

ensuite, à cause de u =y(^, fl), il est clair que 

/du\ »_ , /du'^ 



rf« = Qd»+(f)<9. 
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Différenciant une seconde fois et rejetant les termes de l'ordre oi\ 
on aura^ en prenant d^ pour constant^ 

donc à rorîgîne de s on aura , en multipliant par ^, et en se rappel- 
lant que dA et dh sont de signes contraires , 

tnaîs, d'après ce que nous ayons. dcjà yu^ 

dû^ 1 1 ddi. • 

partant, 

De plus y ds=srt sin 9|(/(p, ; on aura donc^ en substituant pour 
r,, 8c, '^' et tt; leurs valeurs précédentes, 

■^ (1 + «it'.) {(1 — 9««*'.) tang A, + «(^) tang» A. } 
X sin {*, H- « (^)} — (1 + ««',) cos {a, + « (^)} 

négligeant dans le déyeloppement les termes de Tordre^ a^ et rédui- 
sant, on trouye, avec un peu d'attention, 



Afif 



(•—«'•)s?Ê'+-(^)'»°6* «■"»*• 



rfy* '"" ^ '' cos A, 

On a aussi 

z 4= r cos 0} 



, » 
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par conséquent, pour la dififérentielle seconde , 

</*z === c/Vcos 9 ~ (/r sin O.rfB — • rfr sin fl.(i8 — r cos Oifl» — • r sin 9cf •fl , 

ou simplement, en supprimant les termes en a% 

d^z = i/^r cos fl — r sin fl(W; 
mais ddr ss: addu^i donc 

^« = a.^cose-.r.sm9.-2;^. 

Faisant ici les substitutions indiquées précédeomient et procédant 
de la même manière, on aura 

^ =- (i-«u'.)8in A. -«(^^) lang- A. cos*. + «(-^) ^ 

Maintenant, si Ton fait attention que ^' = i> ^ que P^^P^ est 
donné par l'équalion (L), celle (M) deviendra , en substituant aussi 
pour -^pr sa valeur précédente, 

^=«(.-.,^,)i"l:+«(^)ta"s-».-*.-«(^yâ^; 

on trouvera de même , à cause de ^=^s. -^ , 

*=-,(i-«^,)-»taA.-«(^)t»ng'*,co8*,+«(^)^. 

n suit de là que le cosinus de Tangle azdmutal à l'extrémité de 
Tare sera 

4r Ce cosinus étant fort petit, il peut être pris pour le complément 
j^ de J'angle aûmulal, qui, par conséquent, est égal à 

^ Il faut, pour plus d'exactitude, ajouter à cet angle la partie 
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y> dépendante de s^ et indépendante de a , que Ton obtient dans 
» l'hypothèse de la Terre sphérique; cette partie est égale à... 
» î ^^ (i + tang» A,).tang A, (art. 196). y> Ainsi l'angle azimutal à 
l'extrémité de l'arc s est égal à 



100' 



Recherche de Vexpression du rayon osculateur d'une ligne 

géodésique quelconque. 

387. <ic Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un 
n angle quelconque avec le plan du méridien , est égal à 

jR = ^"^ 

y> (75 étant constant {Théorie des courbes à double courbure, par 
» ^.JjxQvoin^ Calcul différentiel, tome I, ou la Correspondance 
y> sur r École Polytechnique , tome III, p. 36). L'équation du 
» sphéroïde x^ -f- J^* + 5;* = 1 -f- ^<tu\ donne 

xddx +yddy + zddz = — éKs* + addu'-y 

y> si l'on ajoute le quarré de cette équation aux quarrés des équa* 
» tions (O), on aura, en négligeant , comme à l'ordinaire, les termes 
7> de l'ordre *% 

{x'-\-y'+z')'{{ddxy-\-(ddyY-{'{ddzY) z=ds* — ietds'.ddu's 

or, à cause de x* -I- j*'» + z' =5 1 H- a«a', l'équation précédente peut 
être mise sous la forme 



Z— 2241 



3? 
tirant la racine quarrée , on aura 

(1+2^7(1 — a« -2^) "ss/îj 



et enfin 



/îssiH-au'+^-j^. 
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Dans le sens da méridien on a, comme. on l'a déjà obsenré, 
ds =z dh, ainsi 

. ddu' /ddu'\ 

et partant, 

R=. 1 +««'-{- et (-gp)- 

Dans le sens perpendiculaire au méridien on a , par ce qui 
précède , 



partant, 



/drftt'A 

iî == 1 +««'.-« (^) tang A, + ::i^A 



Nous croyons convenable de &ire remarquer en passant ^ que 
Ton obtiendrait tout d'abord la différence des méridiens et l'angle 
dzimutal aux extrémités d'une ligne perpendiculaire au méridien , 
ainsi que Texpression d'un arc du méridien en fonction de son 
amplitude, en introduisant dans les formules (6'7, (c") de l'art. 196, 
et dans la première de Fart. i84, cette dernière yaleor du rayon de 
courbure développée jusqu'aux termes en a seulement. 

cc Si dans l'expression prccédeate à^F'—P^ Ton &it — â=s 5 1 elle 

y> prend cette forme très simple , relative à une sphère du rayon f^ 
» en faisant d'ailleurs « p=s a, 

€t l'expression de l'angle azimutal devient (art. 1 96) 

ioo^_.ltangA, {1— i^(i + tang*./i,)}. 
Maintenant si l'on se rappelle que uf =y*(^, h) y on aura 



du'^(^J^+(%)dk: 



passant à la différentielle seconde^ en faisant tout varier^ il Tiendra 
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et divisant tout pai* ds*f on aura 

ddi/ /du'\dttp ^^ /du'\ddh j^ fiâu'sd^* j^ fddu'Sd^ dk 

■3?" "~ \liJl? ■*■ vajy/Sï' ■*" V"3F/3^ "*" \4p3K//S • 2r 

_,f^u\ dh* 
"^ Kdh' J ' ds'' 

<c Nommons ^ l'angle que le premier côté de la ligne géodésique 
» forme avec le plan correspondant du méridien céleste; on aura, 
3> dans l'hypothèse de la Terre sphérique, ces équations di£fêren- 
3» tiellcs 

dp, ___ gio./# ddp, ___ asin A co« A . . 

37 — Z^T,* 1F — co. h, •'^"S «.» 
•2;' = cos^, -^' = — sin'^.tangA.j 

démontrées à l'art. iq5. 

De là, la valeur précédente de -^ devient 

» le rayon oscolateur R dans le sens de cette ligne géodésique, est 
» donc 

j> Soit, pour abréger, 



X=si+«i^', 






= i-^°6^' V3Â-; - 5 i5r--Âr + 5 Ua- )> 
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» on aura 

jR szK + Af.sin 2^ + iV.cos sui. 

» Les observations des angles azimutaux, et de la différence des 
7> latitudes aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées , 

V l'une dans le sens du méridien, l'autre dans le sens perpendiculaire 

V au méridien^ feront connaître, par ce qui précède, les valeurs 
7> de Mf N et Ki car les observations donnent les rayons oscula^. 
n teurs dans ces deux sens. Soient R^ et K' ces rayons j on aura 

A ~ 5—, iV j— , 

» et la valeur de Jf sera déterminée, soit par l'azimut de l'extrémité 
9 de l'afc mesuré dans le sens du méridien , soit par la différence en 
» latitude, des deux extrémités de l'arc mesuré dans le sens per- 
so pendiculaire au méridien. On aura ainsi le rayon osculateur de la 
3» ligne géodésique, dont le premier côté forme ua angle quelconque 
» avec le plan du méridien. » 

Si l'on nomme 2E un angle dont la tangente = ^, on aura 
iî=:2SC+Jlfsina^+iS^.cosa^=2C+^(tang aËsina^Z+cos a^), 
mais tang aE = ^^^-^ ; donc 

N 

JR =z K ^ r: (sîn a JB sin a^ 4- cos a£cos a^) 

C08 2JC» ^ ^ 

D'un autre côté , puisque tang a£ s= ^ par hypothèse , on a 
^1 = 7v ' «' -^^a—=m> ^«" SSFJl = -ïv^-. et ensuite 



Le plus grand rayon osculateur r' répond k u^ ss E, puisque 
l'ou a 
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Le plus petit rayon osculateur rrépoadà^ss loo'-t- •£>pQi8<IU6 
Ton a 

par conséquent 

Ces valeurs étant introduites dans l'équation {m) précédente, 
on aui*a 

JR = î4^ + îl=-^ cos 2(^-E); 

et puisque cos 2{^ — JS) = cos* (^df -^ £r) — sin' (^ — B) 
= acos* (-df — JE) — 1 , il s'ensuit que 

iî = r H- (r' — r) cos*.(-^ — JE); 

u4 — E étant l'angle que la ligne géodésiquç, correspondante à R, 
forme ayec celle qui correspond à /. 

Détermination du rayon de Vellipsoïde osculateur. 

388. <c Nous avons déjà observé qu'à chaque point de la surface 
3) de la Terre, on peut concevoir un ellipsoïde osculateur sur lequel 
> les degrés, dans tous les sens, sont sensiblement les mêmes dans 
» une petite étendue autour du point d'osculation. Exprimons la 
y> rayon de cet ellipsoïde par la fonction 

1 — a sin*A.{i+;t.cosa(^ + Ç)}j 

» les longitudes f étant comptées d'un méridien donné », et soit 

— sin*A{i4-^cos2((p4^))==u'==;^--»(ï— îCOsaA){i-f^cosa(ç-fÇ)}^ 
on aura 

C^ = — asîn h cos h {i +A* cos a((p+ff)} 

=:*^sin aA Ji+/t^ cosa(^ + ff)J, 
(^)~ "" ^^^^ ^^ ^^ 4-Atcosa((p + C)}, 

et par conséquent 

a. 36 
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b' 4- (^) = — ï (i + 3co8 aA) { 1+ A* cos a(^ + ff)), 

(^') + ^') = 3«^ ^^ ^ ^'^ *^^» ^(^ + ^^> î 

donc l'expression de Farc mesuré dans le sens du méridien, sera 
(art. 38i) 

i — — {i 4-/AC08a(^-f-ff)J,{i-|-3co8 aA— 5€.8ÎnaA). 

a Si l'arc mesuré est considérable , et si l'on a obseryé , comme 
31 en France, la latitude de quelques points intermédiaires entre les 
3> extrêmes, on aura par ces mesures, et la grandeur du rayon pris 
» pour unité, et la valeur de a.{x -|-/t« cos 2(^H- f)}. » On a de 
plus en différenciant la valeur de u', d'abord par rapport à ç, ensmte 
par rapport à A, 



(j'\ = asin* hcos h.fi sîn a(^ -f- C) (/ï), 
jT^j = 4sin h cos h. /a sin a(<p -f- ff) = asin ^h.fju sin a(^ 4-^) j 
ainsi ^ la dernière valeur de « (art 38a) deviendra 

-zr s= — a<t€iu tang^ft ^''"'*J^^^— ^ sin a((pH-C) 

*== ^^^'^ • *'^ïr (^ "'" ^^^* • *) • ^^^ ^(^ + ^)- 

L'observation des angles azimutaux aux deux extrémités de Parc, 
fera donc connaître aft.sin a(^+C) ; et si l'on dififérencie l'équation (w), 
on aura 

et par conséquent 

-^^ = 4a^ tang* Acos a((p Hhf)j 

or, puisque le rajon osculateur, dans le sens de la perpendiculaire 
à la méridienne, est 

/ddu\ 



IrVRE SIXIÈME. »gS 

on aura, en éliminant les coeiSciens différentiels, et ponr le degré 
dans le sens perpendiculaire au méridien, * ^ 

iJ=i*4-i***sin*A{i-f-/*cos2((p+^)}-f*4*-a/4tang\Ac()S9(^+C)» 

(c La mesure de ce degré donnera donc la valeur de cl/i cos ((H-S) ; 
)i ainsi l'ellipsoïde osculateur sera déterminé par ces diverses me- 
» sures : il serait nécessaire, pour un aussi grand arc, d'avoir égard 
» au quarré de i dans Texpression de l'angle 'zr, sur- tout si , comme on 
V Ta observé en France, l'angle azimutal ne varie pas proportionnelien 
» ment à Tare mesuré ; il faudrait même alors ajouter à l'expression 
» précédente du rayon de l'ellipsoïde, un terme de là forme. . . . 
y> ak sin A. cos h.sin (^+^')> P^^r avoir l'expression la plus géné- 
y> raie de ce rayon. 7> 

38g. Maintenant, pour déterminer Tellipsoïde osculateur en partant 
des mesures de la Terre, il conviendrait, comme à Fart. 177, de 
comparer à la figure elliptique les dôgrés mesurés des méridiens ^ 
et l'on verrait que cette comparaison donne, pour la figure des 
méridiens, des ellipses différentes qui s'éloignent trop des obser* 
valions pour pouvoir être admises; d'où Ton doit conclure que 
la Terre n'a point la forme régulière que l'on serait d'abord tenté de 
lui attribuer^ Cependant, avant de renoncer entièrement à la figure 
elliptique, il importe de déterminer celle dans laquelle le plus grandi 
écart des degrés mesurés est plus petit que dans toute autre figure 
de même espèce. M. Laplace donne deux méthodes pour atteindre 
ce but : elles sont exposées au livre III, page i38 de la Mécanique 
céleste. On peut aussi employer à cet effet la Guéthode des moindres 
quarrés (art. 37&). C'est dans l'Ouvrage même de ce grand géomètre 
que l'on prendra une entière connaissance de la théorie actuelle qu'il 
a envisagée sous le point de vue le plus général. 

Formules pour corriger la mesure d'une perpendiculaire à la 
méridienne^ et la différence en longitude de ses points ex^ 
trémes. 

5qo. Lorsau'un réseau trigonométrique , destiné à faire connaître 
la l^gae» d'un grandarc, eeioompri, en^deuxba«s mcurée. 
auxquelles il est lié, on déduit de l'une de ces bases la longueur de 
l'autre. Si la longueur ainsi calculée ne difi^e que très peu de la 
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mesure directe, il y a tout lieu de croire que le résedu et Parc scmC 
«xactSy à fort peu près. On fait disparaître ensuite la petite dififêrence 
entre le calcul et Tobseryation , en modifiant arbitrairement les 
angles des triangles dont la mesure est presque toujours un peu 
moins sûre que celle des bases. 

Pour éviter, dans ce cas, de s'appuyer sur des considérations 
vagues et incertaines, Pillustre auteur de la Théorie analytique 
des Prohabilités vient de prescrire des règles sûres, au moyen des^ 
quelles on corrige de la manière la plus avantageuse, non-seulement 
l'arc mesuré perpendiculairement à la méridienne, mais encore la 
différence en longitude de ses extrémités. Voici en quoi elles con- 
sistent. 

Concevons, sur une sphère, un arc de grand cercle AA^J!'* . . 
(fig. 57) coupé en A\ A^\ . . . par les côtés de la chaîne des triangles 
ACC% CCC. . . ; désignons par A l'angle CAA'^ par u^'^ l'angle 
CAA\ par ^•> l'angle C'A*A'\ etc., et soit Cl'angle ACO, C^"> 
l'angle CCC\ C^»> l'angle CC'C\ etc.; on aura (art lég) 

^ étant l'erreur de l'angle observé C\ t désignant l'excès sphériquc 
du triangle ACA'. 

Dans les triangles sphériques A'CA^^ A'C'A"'^ on aura 

pareillement 

A^'^ + ^•^ + C^'^ ~ e^'> = a<i + f'\ 
^o 4. ^s) ^ (xo _ g(0 = aQ ^. i(o^ 

^(3) ^ ^4) ^ (^3) _ ^3) _ aQ ^ iC3)^ 

d'où l'on tire facilement 

A^'^ z=m A ^ C -— C^O ^ (XO _. C^3) j^ c^.i-0 _ (X..-i> 

— ^ + ^'^ ^W ^ ^(8) _ ^ti^.) ^ ^(ti-») 

_ < 4- fCO _ fCO 4. ^(3) _ ^ai-O ^ ^^-o^ 

Introduisant cette valeur dans la dernière ci- dessus et réduisant, 
il vient 

A^^r'^ 5= a^ — ^ — C + C^'> — C^*> + (P^ ~ C^*'-> 

4. ^ _ ^0 4. ^O _, ^C3) 4. ^•k^O 

^ t ^ «<•> + Z<^? — f^^ + f^-'^ 



N 
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en supposant donc ^ déterminé par Tune des méthodes du chap.YI^ 
livre V, et bien connu, Ferreur de Fangle A^^ est 

le signe supérieur ayant lieu si n est impair^ et le signe inférieur si 
n est pair. Les valeurs de *, <^*^, <^*^ sont toujours fort petites , et 
sont susceptibles d'être déterminées avec précision. En désignant 
par Tl'excès des trois angles observés sur deux angles droits; paryÇ^ 
les erreurs des angles ACC^ CAC\ du premier triangle; on aura 

quantité donnée par Tobservation de ces angles (art. 149). 

M. Laplace cherche ensuite la probabilité que Terreur (1) est 
contenue dans des limites données, et il trouve que la valeur la 
plus probable de e est celle qui rend nulle la quantité e — \T\ 
d'où il suit qu'il faut corriger, comme on le &it communément, 
les trois angles de chaque triangle, du tiers de l'excès 7 de leur 
somme observée , sur deux angles droits plus l'excès sphérique. 

Faisant 

diminuant l'angle C, de \ T, c'est-à-dire employant les angles cor- 
rigés de chaque triangle ; enfin nommant C, C\ ce que 

deviennent, par ces corrections, les angles C, C^'^ ; on aura 

visiblement ^ 

AS"^ ^ A +C^ C^'^ + ^•^ — etc. 

— ^ 4- ^ — ^ + etc. 

— f + t* + t* — etc., 

^.i-o ~ aq _ ^ «. c + C^"^ — etc. 

+ e — ^ + etc. 
+ t — . «co ^ etc.j 

et Terreur de l'angle ^"^ sera 

€ — ^ dse (a). 

M. Laplace Êdt remarquer qu'il y a de l'avantage à observer 



N 
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les trois angles de chaque triangle, et à les corriger comme on yient 
de le dire ; cet avantage consiste en ce que la probabilité de la seconde 
erreur (a) est moindre que la première (i).Cet illustre géomètre pres- 
crit en outre de ne rejeter aucune des observations géodésiques 
qu'on admettrait si elles étaient isolées , dans le cas où quelques^ 
unes s'éloigneraient un peu des autres , atin de pouvoir leur appli- 
quer avec succès les formules de probabilité. 

391. Si Parc AA'A^*. . . est perpendiculaire au méridien Ax^j 
que 9 soit l'angle mesuré par ce méridien et par celui du point 
extrême ^^"\ et que V soit le plus petit des angles que ce dernier 
méridien fait avec l'arc AA^^^x on aura 

. ^ coa^ 

h étant la latitude du point A. Si donc /^ et cT/^ expriment les 
erreurs des angles f et ^, on aura , en difiërenciant^ 

^ sin h cos ç 

Si Ton a mesuré avec une grande exactitude l'angle que le dernier 
côté de la chaîne des triangles forme en ^'^ avec la méridienne de 
ce point, on aisra 

^.A^"^ étant l'erreur de ud^"^. 

Abaissons maintenant des sommets C, Cj C... des perpendi- 
culaires CI y CTy CT... sur l'arc AA'A'...\ on aura à très 
peu près 

Al = AC cos A y ir 5= ce cos A^^\ 



et généralement 

j(oj(i-M) _ (XOC('-»-o cos A^'^'\ 

En supposant donc que ^ soit la caractéristique des erreurs, on 
aura, après avoir divisé par celte dernière équation , son expression 
difierentielle, 

m 
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On a, par ce qui précède, 

et le (i+ 1)'*"' triangle donne 



m 



par conséquent 

^■^^^^^'^ . _ ^^c^'O'-'' j. J^ cc'-^oco-occo cet C^^^occi-occo 

— J^. CC«-«)cc«-i-.>cco . cet C^'-occ'+occo. 

« Mais « est , par ce qai précède , Perreur de l'angle CS^ ou 
» (Xi-occoc^-^-o^ corrigé en en retranchant le tiers de l'excès de la 
» somme des trois angles observés du triangle sur deux angles droits. 

» Soit 7^'^ l'erreur del'angle C^'-^C^'-^'^C^'^ainsicorrigéj-C e^^+f^"^) 
y> sera l'erreur du troisième angle C^^''>C^^'^C^^. On aura donc 

« 

» ce qui donne, en observant que dans le premier triangle, le côté 
}> ~'^C est u^C que je suppose mesuré exactement , 

;>.C(oc(^o ((ê^'' 4-7^*'). cot C('*oci'-oc(0\ 

3) le signe 2 serrant à exprimer la somme de toutes les quantités 
j> qu'il renferme depuis i c» o jusqu'à i inclusivement. On aura donc 
» ainsi la valeur de cT. J^*^J^'"^"\ En réunissant toutes ces valeurs, 
7> on aura, pour l'erreur entière de leur somme ou de la ligne me- 
y> surée , une expression de cette forme , 

pe +q/ + p^'^e ^ + q^'^f^^ + etc. (o). 

M. Laplace découvre la loi de probabilité des valeurs simultanées 

de e et /y et trouve les limites entre lesquelles est comprise la 
fonction (o). 

Sga. On a vu, à l'art. 387, que le rayon osculateur de la ligne 
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géodësique au point A de départ, se déduit de Tare mesuré, et qu'en 
désignant par i ^ttul le rayon mené du centre de gravité de la Terre 
a sa sur&ce, le rayon osculateur dans le sens de Parc AA^^\ * • 
perpendiculaire au méridien de ^, est 

de plus, si l'on nomme s la longueur de l'arc mesuré A^% on aura^ 
à fort peu près (art. 387), 

ce qui donne , en différenciant et s'arrêtant aux quantités du second 
ordre, 

enfin on a, par ce qui précède, 

i's z=z pe + qf ^ etc., 



qr lAW ± Ç — ?'^ + ?*^— etc.) 



sin h sln A 

le signe inférieur ayant lieu si n est pair, et le signe supérieur si n 
est impair. 

(c Supposons que , pour vérifier les opérations , on mesure vers 
» l'extrémité ui^'^ de l'arc A A' A' . . . une seconde base. L'expres- 
» sion de Terreur de cette base , conclue de la chaîne des triangles 
» et de la base mesurée au points, sera, par ce qui précède, de 
)» la forme 

Le +• m./+ f'^.e ' + m^'^.jT' •+• etc. (/?) j 

cette expression sera d'ailleurs connue par la mesure directe de 
la seconde base. M. Laplace trouve , en la désignant par A , que 
Ton a 

e — jr— , y ~ F ^ 

etc.; 

If = /• — m/H- ffi' -t- /^'î* — m^'\f'\ H- to^'?* + etc. 
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Alors en substituant ces valeurs dans la fonction (o)y on aura la 
correction résultante de la mesure de la seconde base, en l'afièctant 
d'un sfgne contraire. De cette manière y le poids du résultat se trouve 
augmenté; c'est-à-dire que la probabilité de ses erreurs étant rendue 
plus rapidement décroissante , ces mêmes erreurs deviennent moins 
probables par la multiplicité des bases. 

La mesure d'une seconde base sert aussi à corriger la di0erence 
en longitude des points extrêmes, ou l'angle ^"\ Il suffît de substituer 
à la fonction (o) celle-ci : 



\e —> e + ^ -^ etc.j, 

qui exprime l'erreur de ^"^; le signe supérieur devant être pris 
si n est impair, et l'inférieur si n est pair. Alors on a 

p = =b 1 , jf = o, p^*? = rp 1 , q^'^ =5 G, etc. ; 
et la correction additive à faire à l'angle ^"^ est 

q;A.(/— fCO + /CO— etc. — jm+imCO — etc.) 
/»— 7ii/+m*+/CO*_mW^O+/nCO»4.etc. * 

Par ce moyen, l'erreur qui peut encore affecter l'angle ^^"^ ainsi 
corrigé, se trouve renfermée dans d'étroites limites. M. Laplace 
observe que si l'on diminue autant qu'il est possible le nombre des 
triangles qui doivent mesurer une ligne géodésique , et que Ton ap- 
porte une grande précision à la mesure des angles , deux avantages 
que procure l'emploi du cercle répétiteur et des réverbères , la mé- 
thode ci-dessus , appliquée à la mesure d'une perpendiculaire à la 
méridienne, sera une des meilleures dont on puisse faire usage pour 
avoir la différence en longitude des points extrêmes de cette ligne. 

Les considérations analytiques sur lesquelles ces préceptes sont 
fondés étant beaucoup trop relevées pour cet Ouvrage, nous ren- 
verrons au deuxième Supplément à la Théorie analytique des 
Probabilités, qui est entièrement consacré à l'application de cette 
théorie aux opérations géodésiques. 



2. 57 
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CHAPITRE IV. 

Détermination de la figure de la Terre, par les observations 

du pendule. 

Théorie du pendule simple oscillant dans le idde. 

595. i^t Ton attache un corps, une sphère de métal, par exemple^ 
à l'extrémité inférieure d'un fil ou d'une verge mobile autour d'un 
point fixe placé à l'autre eiktrémité , et qu'on l'écarté un peu de sa 
situation verticale, il fera, étant ensuite abandonné à l'action de la 
pesanteur, de petites oscillations qui seront à très peu près isochrones 
ou de la même durée , malgré la difierence d'amplitude des arcs dé- 
crits. Les oscillations^ c'est-à-dire les allées et les venues alternative» 
du pendule, se nomment aussi vibrations : elles se perpétueraient, 
sans la résistance que l'air oppose au mouvement du corps oscillant, 
et sans celle que le pendule éprouve au point de suspension. On 
nomme ainsi le point autour duquel le mouvement a lieu. 

La durée des oscillations dépend de la grandeur et de la fiigure du 
corps suspendu, de la masse et de la longueur de la verge, ainsi 
que de la densité du milieu dans lequel se fait l'expérience. II ne sera 
question, pour le moment, que du pendule simple oscillant dans 
le vide ; c'est celui dont la masse de la verge est supposée nulle rela- 
tivement à celle du corps considéré comme un point infiniment dense. 
Nous ferons voir ensuite comment on détermine la longueur de ce 
pendule idéal, dont les oscillations se feraient dans le même tems que 
celles du pendule composé, et qui aurait par conséquent pour lon- 
gueur la distance du point de suspension au centre d'oscillation, 
c'est-à-dire au lieu où Ton conçoit réunie toute la masse du corps 
en mouvement. 

On sait, par ce qui précède, que les mesures géodésiques, com^ 
binées avec les observations célestes, font connaître l'ellipticité de 
la Terre. Nous nous proposons maintenant de faire voir qu'elle se 
déduit aussi avec beaucoup d'exactitude des longueurs observées du 
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pendale à secondes ; car d'après la loi de la pesanteur^ Vaccroisse* 
ment de ce pendule, en allant de l'équateur au pôle est proportionna 
au quarré du sinus de la latitude , et sa valeur dépend de celle de 
rellipticité du sphéroïde terrestre. 

Richer remarqua le premier cet accroissement de la longueur dtt 
pendule, dans le voyage qu'il fit en Amérique^ en 167S1; il trouva 
que son horloge, réglée à Paris sur le tems moyen, retardait chaque 
jour, à Cayenne , d'une quantité sensible. Environ soixante ans après 
lui, Bouguer fit des expériences du même genre au Petit-Goave 
dans Hle Saint-Domingue, à Quito sur le mont Pichincha, et dans 
d'autres lieux de la Terre ; et il s^assura par ce moyen que Pintensité 
de la pesanteur, l'un des phénomènes les plus singuliers du système 
du monde, décroît en outre dans le sens de la verticale, en s'éloignant 
du niveau des mers. 

594. Pour examiner de la manière la plus simple les circonstances 
du mouvement du pendule, dont les excursions sont censées &ites 
dans un plan vertical, nous partirons de ces principes connus, savoir : 

1*. One lorsqu'un qorps descend, par la seule action de la pesan- 
teur, le long d'une courbe, il a en chaque point la même vitesse quo 
s'il était tombé librement depuis le niveau du point de départ jusqu'à 
celui d'arrivée, quelle que soit la courbe décrite; 

a*. Que l'équation du mouvement d'un point matériel assujéti à 

■ ■ * • 

parcourir une coiïrbeestT-J=^, ouj-tss ^; ^ étant la force con- 
tinue estimée dans le sens de la tangente à cette courbe, ,î l'arc 
décrit au bout du tems f , et |/ =: ^ la vitesse acquise (Mécaniquû 

de M. Francœur, n* i64). 

Cela posé, soit^ la force accélératrice de la pesanteur qui ianime 
le point matériel M (fig. 58) suspendu à l'extrémité du fil CiÛ^suppps^ 
sans pesanteur et inextensible; C le point de suspension ; ^P = x 
l'abscisse verticale, et PM=jr l'ordonnée du centre d'o&cillation 
^C = a la longueur du pendule ; ^D = & la flèche de l'arc B^^ff; 
B le point de départ du mobile ; s l'arc ^M dans lequel il se meut;^ 
enfin v la vitesse qu'il a acquise au point Jf après le tems écoulée 

La vitesse v étant due à la hauteur DP^ on a, à cause de. 4 9/ 
DP = b^Xy 
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Mais l'arc s décroiasant à mesure que le tems t augmente^ on doif 
écrire 

Il faut exprimer ds en fonction de dxy afin de pouvoir intëgrer cette 
équation; ce qui est facile y car le quarré de l'élément de l'arc s ajanS 
pour expression 

ds*=zdx^ + dy^ d'où ds = dx\/i+(^\ 

et l'équation de la trajectoire ^MB étant 

X* -1-^' — ^ax 3= o, 
on trouve de suite, par la differentiation, que 

// _ fî^ — cct r ^ 

et de là 

dt= ""^ 



Multipliant et divisant respectivement par sa les fiicteurs sons le 
radical, puis indiquant l'intégration, on a 

Le développement du Sicteur ■ J! ^== (^ "~ £;) * P^ ^ ^^ 

mule du binôme conduisant à une série convergente, l'expression 
de t se change en celle-ci : 

et pour lors l'intégration est réduite à celle des termes de la forme 
vcTj— X*) ' ^^ l'eflectuera au moyen de la formule connue 
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mais comme on doit ici intégrer entre les limites xsso^ x=i by 
afin d'obtenir le tems de la demi-oscillation , son premier terme 
devient nul par l'une de ses suppositions. Si donc on fait successi- 
yement m = i , m = 3, /n = 5. . . , on aura 

V/(éx — a:*) "" 4 J l/(6ar— a*) "*" a. 4*^ 

ainsi de suite. 

D'un autre côté, a cause de /-tt^ ^ == / -77==========7= = 

arc ^cos = ^T' \ on obtient, en substituant ces valeurs, 

A la limite x=ib on a {=o; mais à celle ;c==:o, il vient ••• 

arc ^cos s= ^^^ J = ^, ou Stt, &7f, 77r j tt étant la demi- 

circonférence pour le rayon =s i. Donc en désignant par 71a valeur 
de t résultant de l'intégrale définie, on a 

'■=J'v/a>{'+G)"à+(rD"-ife+(r|l)'.^+-} «> 

c'est le tems que le mobile met à descendre du point B de départ au 
poiAt ^ le plus bas où la vitesse , en vertu du premier principe 

énoncé précédemment, est S/^ffb. Arrivé à ce point, le mobile ne 
pouvant ni s'arrêter, ni rétrograder, puisqu'il n'y rencontre aucun 
obstacle 9 continuera à se mouvoir dans le même sex]|S, et fera la 
demi-oscillation ascendante parfaitement égale à la première; ce qui 
est manifeste, car lorsque f^so on a x=:b. Après cela il des- 
cendra, par le seul efièt de la pesanteur, pour faire une seconde 
oscillation , et ainsi de suite 3 en sorte que la durée de chaque 
oscillation sera= aT (*). 

(^) La valeur de 7* donnée par Téqnation (1) se déduit d'nne formule plus gé* 
nérale, obtenue par M. Laplace (^Mécanique céleste, tome I^ n? 11). Cet illustre 
géomètre y coasid^ le cas des oscillations coniques {voyez aussi à ce sujet la 
Mécanique de Francœur); mais dans les expériences du pendnlj^on di^ose Tap* 
pareil de manière que les oscillations soient circulaires. 
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La flèche b de l'arc 98 décrit par le pendule étant le sinus yerse do 
Tamplitude de cet arc , on a i = 1 — ces b= asin* ^ 0; mais l'ampli- 
tude 8 étant très petite ^ on a, à fort peu près, asin^ 7 6 s= ^sin* 0; 

r=j*v/(|).{x+-^+...}, 

ou désignant maintenant par t la durée d'une demi-osciUation dans 
un arc infiniment petit, on aura 



puisqu'en supposant b assez petit pour pouvoir négliger les termes 
de la série précédente , où cette quantité entre comme Ëicteuri on 
a, pour l'oscillation entière, 

af = 9ry/| (a). 

Il s'ensuit que, quelle que soit l'amplitude de l'arc BAB'^ pourvu 
cependant qu'elle soit très petite, le tems de V oscillation entière 
sera le même. 

Il résulte encore de cette hypothèse, que pour un autre pendule o! 
oscillant dans un autre lieu où la gravité est g\ on a 

Donc lorsque les tems des oscillations respectives de deux pendules 
sont synchrones ou égaux. 



V/|~V/|' ^" a:a^i:g:g'y 



c'est*à-dire que les longueurs de deux pendules battant les secondes j 
par exemple, sont entre elles comme les forces accélératrices de 
la pesanteur. 

Si l'on supposait au contraire un pendule invariable, ou les lon- 
gueurs des pendules égales, on aurait 

ainsi, A?^ tems seraient réciproques aux racines quarrées des 
forces accélératrices. 
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Dans le même lieu on a g^=^sfy ^^ ^^<^^^ ^^^ équations (a) et (3) 
donnent^ pour deux pendules de différentes longueurs^ 

c'est*à*dire que les durées des oscillations sont entre elles comme 
les racines quarrées des longueurs des pendules. 

De l'équation (i) l'on tire, en désignant 2t par r, et en supposant b 
extrêmement petit, 

g •— "^î 

telle est la valeur de la pesanteur^, qui, comme l'on sait , représente 
le double de l'espace qu'un corps , tombant dans le vide , parcourrait 
dans la première seconde de sa chute. Elle se détermine avec la 
plus grande exactitude; par les observations du pendule, comme 
nous le ferons voir par la suite. Nous remarquerons seulement pour 
le moment, que si un pendule simple d'une longueur a fesait iV^oscil- 

lations dans T secondes, on aurait d'abord r = ?^, et ensuite 

vr exprimant la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon =s i. 
lorsque a = a', et T = T', on a 

donc les quarrés des nombres d* oscillations, faites en même tems 
par deux pendules de même longueur, sont comme les forces 
accélératrices. 

Lorsque deux pendules de difierentes longueurs oscillent dans un 
même lieu et dans le même tems, ou a ^=^', T = T'; partant 

a —jfi' 

or, en supposant que a' soit la longueur du pendule simple qui 
bat les secondes, et que a difiere très peu de a', on a. en faisant 
N=:N'^n, K 
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Les deux derniers termes de cette expression sont donc la coi^- 
rection à faire au pendule observé^ pour le réduire au pendule à 
secondes. 

On conçoit maintenant que les obsenrations du pendule doivent 
£ure connaître la figure de la Terre, puisqu'il existe une relation 
entre la pesanteur et la longueur du pendule qui bat les secondes, 
et que l'intensité de la pesanteur dépend de la grandeur du rajon 
terrestre. Le tome second de la Mécanique céleste contient^ sur 
cette matière, des déyeioppemetis importans que ne comporte pas 
cet Ouvrage. 

« 

Mouvement du pendule dans un milieu résistant. 

395. Puisqu'un corps plongé dans un fluide perd une partie de 
son poids égale au poids du volume du fluide qu'il déplace, il est 
clair que le pendule qui oscille dans l'air, fait moins de vibrations 
que s'il était mis en mouvement dans le vide, toutes choses égales 
d'ailleurs. Si donc un pendule battait successivement la seconde 
dans difierens milieux , sa longueur augmenterait à mesure que la 
densité des milieux diminuerait, par la raison que cette diminution 
de densité produirait une augmentation dans la pesanteur du pen- 
dule. Un autre faitdîgne de remarque, c'est que, quelle que soit la 
résistance du milieu, les oscillations du pendule se font toujours 
dans le même te/n^; cette résistance diminue seulement l'amplitude 
de l'oscillation et finit par l'anéantir. Bouguer est le premier qui ait 
énoncé ce théorème, dans son excellent Ouvrage sur la Figure de 
la Tbrr^^page 34 1. Borda s'était proposé d'en donner une démons- 
tration; mais son Mémoire sur la Tliéorie du pendule n'ayant pas 
été publié, M. Poisson a repris le même sujet, et Ta traité de ma- 
nière à ne laisser rien à désirer. Voici sa démonstration, à quelques 
observations et développemens de calculs prés. 

Soit g^ (fig. 39) la gravité relative au milieu où se font les oscilla- 
tions, et comme précédemment ^P = jc, uc/Jf = ^, ^B = K, 
CM = C^ = à, et prenons pour unité la masse du pendule réunie 

à son centre d'oscillation ; g^ t- sera la gravité décomposée suivant 
la tangente à la courbe. 
Supposons la résistance du milieu proportionnelle au quarré de 



LIVRE SIXIÈME. 297 

la vitesse, comme on le &it le plus généralement, et repi^entons-Ia 

par m^yin étant an coefficient constant donné par Fexpérience,^ 

et qui dépend de la densité du milieu et de la figure du corps oscil- 
lant. L'équation du mouvement du centre d'oscîUatioa sera, pendant 
la première demi-oscillation y 

en observant que la composante ^, -j- de la gravité tend à diminuer 

Parc s tandis que la résistance du milieu tend à l'augmenter, puis- 
qu'elle s'exerce toujours en sens contraire du mouvemept^ qui se 
lait ici de JU vers ^. On a en outre 

x = aQi — cos^h 
et par conséquent 

dx * s s ï J* - 

-5- = sm - ;= - — — 5 -1 -f-. . r 

as a a s. 3 ar ' 

£n négligeant d'abord les puissances de ^ et de ^ supérieures à fa 
première , l'équation (i) devient 

et intégrant par la méthode du n"" 3^4 {Calcul intégral élémentaire 
de M. Lacroix), on a 

en mettant le signe ---^devant le radical, parce que t augmentant , 
5 dinûnue. Les constantes arbitraires se déterminent par la condition^ 

ds 

qu'on ait en même tems f = o,5s=JC,^ = ojif étant l'amplitude 

de la première demi-oscillation supposée très petite , et ^ ïs a la- 
vitesse au point de départ. On trouvera d'abord 



^ = o = \/c — Êi-»:*, d'où C = ^JS:*j 

dt Y. a ' a ' 

fl. 38 
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€t par conséquent 






^'ailleurs, à €aufie dç 



il vient 



t = -4— .arc fcos = ^^ -f- C. 



On détermine ensuite la constante C, en faisant dans cette dernière- 
équatioD tzszOyS;=zKy et alors on a C = o j donc 

/ = --i^{arc(co8 = ^)}î 
donc enfin 

Pour avoir une valeur plus çxacte de s^ soit 

^ = JC cos^tt/^ + ^'j 

en subslituant cette valeur dana Téquation (1)^ puis négligeant les^ 
puissances de K supérieures à la seconde, ainsique les produits A*^, 

A" ^ , on aura, pour déterminer la correction s'y Téquation 

Cette équation, qu'il s'agit d'intégrer, ayant la forme de celle-ci: 

de laquelle on tire 

yzsip cos.^x + q sin.u^x 

, si Q . AxfRàx CO8 . Ax — cos . AxfRdx sin . Ax 
■* A 
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(Calcul intégr. élém. de M. Lacroix, n* a8a), on trourera avec un 
peu d'attention et en faisant 

u = ty/% 

que l'intégrale cherchée est 

s' zszp C08 Z^ + 9 8În U H (ï 4- î COS. nu). 

Les constantes p et ç se déterminent de manière qu'on ait à-la-fois 
t = G, y sïï= G, ^ =5 oj or, dans ce cas, on a i^ = o, et l'équation 
précédente donne 

ensuite, si on la différencie par rapport à / et u, pour obtenir le 
rapport 5^ j ^^ 37 = ^> o^^ trouvera, après avoir fait i^s= o, que la 
constante q est nulle. On a donc 

,'=:^(i-4cos.«^5 + icos.aiY/ï)' 
et enfin 

^ = ircos-/^Ç+^(i-|cos.f^Ç + icos.af^0 

Ainsi, en supposant K assez petit pour qu'on en puisse négliger la 
troisième puissance, cette formule représentera la valeur de s pen- 
dant toute la durée de la première demi-oscillation. 

Si l'on désigne par 7^ le tems de cette demi-oscillation, on aura, 
pour le déterminer, l'équation ^ := o, ou 



cos.r^f + ^(i-fcos.r^5 + icos.ary/|^^ 



en négligeant le terme multiplié par IC, on tirerait de cette équatioB, 
Ti/^ = -) '^ étant la demi-circonférence pour le rayons 1 j fidsant 

donc T 1/^ =c ^ -4- ^, et négligeant les puissances de tf supérieures 
à la première, on aura 
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cos , r» Aï = cos - — i' sin - = — f', 

\ a a a ' 

.2Tt/^ = cosTT — t'sinTT = — i; 



cos 



substituant ces valeurs dans Téquation précédente, et négligeant le 

Km 

produit t'Kj on obtiendra f ' = -g- ; partant 

ainsi le tems de la première demi-oscillation est augmenté par l'eSet 
de la résistance du milieu. 
Four avoir la vitesse au point le plus bas, différencions la valeur 

trouvée pour ^, et substituons dans j la valeur de Tj nous aurons , 
en appelant /^ cette vitesse et en rejetant les puissances de K su- 
périeures à la seconde, /^= — K (i — ^^ j \/ ~î ^^ ^^^^ ^^ 

Élisant abstraction du signe qui indique seulement le sens du mou- 
vement, 

il suit de là que la vitesse acquise au point le plus bas est diminuée 
par la résistance du milieu. 

Déterminons maintenant le tems de la seconde demi-oscillation. 
A est alors le point de départ où la vitesse est égale à celle acquise 
pendant la première demi-oscillation. 

Faisant ici ^P' = x, ^M = ^, CM = CA = a, l'équation du 
mouvement pendant la seconde demi-oscillation sera 



d's dx ds^ 



dx 



parce que, dans cette circonstance, la composante ^i -r- de la pe- 
santeur et la résistance du milieu sont deux forces tendantes à 
diminuer l'arc 5, compté du points le plus bas, qui est maintenant 
le point de départ. En faisant deux approximations successives, 
conmie dans le calcul précédent , on a d'abord 



£^s 



?J — — ?! ç. 
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• • • 

et «n intégrant, 

les deux constantes arbitraires étant déterminées par la condition qu'aiH 
point de départ ^^ on ait ï = o, * = o, ^ = ^a= JT (i — ?^) v/Ç. 

Ensuite, posant * = JT (i — ^^\ sin . t »/& + /, on trouve 

donc, en ne conservant que les premières et secondes puissances 
deiS:, 

*=JS: (i-ÏJ^) 8in.*^Ç-2^(i--f cos.iy/&-icos.a*^&). 

Telle est la formule qui représente par approximation la valeur de s^ 
pendant la durée de la seconde demi-oscillation. 

ds 

Le mobile s'éle vaut jusqu'à ce qu'on ait j= o, si Ton désigne 
par T le tems de la seconde démi-oscillationi on aura, pour le dé- 
terminer, réquation ^ = o, ou 

0-'-^)co8.r y^&-^(sin.r^f 4-sin..r ^f) =.0. 

Faisant T' i/^ =s - + i', et omettant les puissances de tf supérieures 
à la première , ainsi que le produit l!K , il vient i' :^ — -5-, et de là 

Donc le tems de la demi-oscillation ascendante est diminué par 
l'effet de la résistance du milieu, de la même quantité que celui de 
l'oscillation descendante est augmenté. D'où il résulte ce théorème , 
que le tems de V oscillation entière est le même que si le mouue-- 
ment avait lieu dans le vide. 

Pour déterminer l'amplitude K' de la seconde demi-oscillation , 
il faudra faire t^=^T' dans la valeur de s relative à cette demi* 
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asdilation; alors en ne conservant que les deux premières puissance! 
de K^ on trouvera 



De ipéme, ai iif^, K^^^ ete. , représentenl les amplitiides de la troir 
sième, cpaËrième, etc. demî-osciilation, en aura 

ce qui fait voir que ces amplitudes diminuent successivement et 
avec d'autant plas de rapidité, que. te coelScient m de ki résistance 
est plus grand. 

Bonguer a rema«;ué le premier que les ampUtudesdes arcs (écrits 
par un pendule oscillant dans l'air, décroissent à très peu près en 
procession géométrique , quand le nombre des oscillations croît en 
progression arithmétique. Cette propriété se déduit aisémeot de la 
théorie précédente ; car on a d'abord 

K' = K\ 

K^ =-R:"'(i-^-)=a:(i-^(i-^)(i-*^ 



Mais lorsque le pendule est composé d'un fil extrêmement fin et 

que la boule qui y est suspendue est tréS-pes^nte, le tenne^^,dA 

à la résistance de Pair, est très petite et les amplitudes décroissent 
avec'beaucoup de lenteur; on peut donc supposer dans les valeurs 
précédentes^ que ce terme est constant peudaut un court intervalle 

de tems. Alors si l'on désigne par q le facteur i — ^^, on aura 

sensiblement 

K' == qK, K" = K\ 

K'" == q'K, K" => K"\ 

K' = q'K, K'f = K\ 

ee qui vient à l'appui de la remarque ci-dessus. 



f • 
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Poisaon canaidère eD outre le caa où la fonction ^ expt*ime la 
SIQC6 renfemttcait un terme proportionnel à ïa> simple vitesse 

et représenté par n j. ce II est, dit ce savant gécmiétre, fecile de 

y> s'assurer qne le tems de l'oscillation entière resterait encore le 
» même que dans le vide, pourvu toutefois que la résistance du 
7> milieu fiit une force très petite par rapport au poida de la leâlille, 
y> et que l'on négligeât, dans le calcul, le quarré de /let le produit 
y> de 72 et de m. En effet, l'équation du mouvement serait alors 

^s dx ds _, A* 

3) en prenant le signe + pour la première demi-oscillation,, et le 
j> signe — pour la seconde , et en observant que le terme — n j 

ds 

7> change de signe de lui-même, à. cause du facteur ^, en passant 
7> d'une demi-oscillation à l'autre. Or, si l'on faît^ = ^»e * , que 

dx X 

y> l'on mette- à la place de 77 sa valeur approchée -, et qu^aprôs 

y> les substitutions Ëiites on supprime les termes multipliés par 71* 
y> ou par m/i,. l'équation précédente deviendra 

7) Divisant tous lès termes par e ^ , et remplaçant le acteur rhé^ ^ 
y> par m, ce qiii est permis , puisque le teins t ne saurait devenir très 
y> grand pendant la durée dHine seule demi-oscillation, on aura 

» équation d'où Ton tirera sans peine les mêmes conséquences que 
» ci-dessus, relativement à la durée de chacune des deux demi« 
» oscillations. 

» Quelle que soit la loi de la résistance, la supposition que cette 
y> résistance est une force très petite relativement au poids de la 
y> lentille , est conforme à ce qui a lieu dans la pratique où la densité 
j» du milieu est très petite, et où l'on a soin de prendre, pour former 
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3) la lentille^ une matière très dense ; mais on doit obsenrer que 
j> cette supposition n'est plus nécessaire ^ quand la résistance est 
» proportionnelle au quarré de la vitesse ; en sorte qu'alors cette 
:x> résistance peut être une force comparable au poids de la lentille. 
y> Il suffit, dans ce cas, que Tamplitude de l'oscillation soit très petite, 
9 pour que le tems de cette oscillation ne soit point altéré par la 
9) résistance; car dans le calcul que nous venons de foire , l'approxi- 
» mation n'a point eu lieu par rapport au coefficient nij mais bien 
2) par rapport aux puissances de Jt. » 

Comme il importe , dans la pratique , de connaître la valeur de^,, 
soit M la masse du corps oscillant, g sa pesanteur dans le vide,. 
P^ son poids dans le milieu où se &it l'expérience , p son poids dan» 
le vide^imaura 

p = gM, p, = gJH'j donc g, = ^j 

c'est cette dernière valeur qu'il faudrait substituer dans toutes les^ 
formules précédentes. 

Mouyement du pendule dans la supposition d^'unfil extensible^ 

5g6. Jusqu'à présent, le fil à l'extrémité duquel est suspendue la 
masse oscillante, a été supposé inextensible ; et en effet, cette hy- 
pothèse peut être admise dans la pratique, sans qu'il en résulte 
aucune erreur sensible, sur-tout lorsque le pendule n'est mis en* 
mouvement que quelque tems après avoir été suspendu. Cependant,^ 
comme dans les expériences délicates, oi^ne doit fkire abstraction 
d'aucune des circonstances physiques qui sont de nature à influer 
sur les résultats ou les conséquences qu^on eh vent déduire, 
M. Poisson , après avoir considéré le cas où le pendule oscille dans 
un milieu résistant, a examiné celui de l'extensibilité du fil, etsoff 
élégante analyse l'a conduit au résultat même que Borda a énoncé 
dans son Mémoire sur les expériences du pendule {Base du Système 
métrique, tome III, page 554);. Voici de quelle manière M. Poisson^ 
traite la question actuelle. 

Soient, à un instant quelconque, fl l'angle formé par le fil et la ver- 
ticale 5 r la longueur variable du pendule, ou la distance du centre 
d'oscillation au point de suspension; t le tems écoulé depuis une 
époque déterminée; ^la gravité. Soient aussi xtly les coordonnées 
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horizontale et verticale du centre d'oscillation , rapportées au point 
de suspension conune origine; en sorte qu'on ait 

X = r sin 6, j^ = r cos ô (a). 

L'élasticité du fil est une force qu'on peut regardeir comme ap- 
pliquée au centre d'oscillation , qui est dirigée suivant la longueur 
du fil, et qui ne peut être qu'une fonction de cette longueur : ainsi, 
en la désignant généralement par ^r, les composantes horizontale et 
verticale de celte force seront <pr.sin 9 et ^r.cos 9. 

Cela posé, si l'on considère les oscillations du pendule comme 
ayant toujours lieu dans un plan vertical , mais sans que la masse 
oscillante ait le moindre mouvement de rotation sur elle-même , et 
qu'on prenne l'élément dt constant; les équations du mouvement 
du centre d'oscillation, relativement aux axes x^y seront, en faisant 
attention que lélasticité et la gravité agissent en sens contraires, 

-^ 'i' ^r.ûn^ ^=: o^ ^ + ^r.cosfl — ^=o, 

desquelles on tire, à cause des équations (a), 

et 

îJf+J^ + r.çjr — £r = o (c). 

Pour éliminer de ces deux dernières équations les coordonnées 
X et j)^, on remarquera qu'à cause des relations (a), Ton a 

dx = rS cos 9 + c/rsin 9, c/jk = — rt/9 sia 9 + rfrcos 9 (rf); 

et par suite 

xdy — ydx = r*(/8; 

- par conséquent 

d.{xdy -^ydx) = xd^y — yd^x = d.r^d^. 

D'ailleurs, à cause de r^= x* + y% il vient, en différenciant deux 
fois de suite, 

dr^ + rd'r = xd^x +ydy + dx*+ dy^i 

et, comme des relations (d) Ton tire 

dx^ + dy* — dr' + r'd^^ • 
2. 39 
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il s'ensuit que 

xd^x +ydy = rd^r — r^c/fl*; 

partant, les é<;(uations {h) et (c) se changent en celles-ci : 

-^ +^r.8în 8 = (i), 

a? ~" ''•5? +?r— ^•cos8 = o (a). 

Il est à remarquer que Téquation (i) se déduirait aussi du principe 
des aires, et celle (52) de (ïette considération, savoir, que la force 
accélératrice, danâ le sens de la longueur du fil, a pour composantes, 

la force centrifuge r.^, la force élastique ^r, et la grayité décom- 
posée suivant cette longueur. 

La forme de la fonction %r est inconnue; mais, comme r varie- 
peu pendant le mouvement, si Ton appelle a sa valeur à un instant 
déterminé, et que Ton fasse généralement r = a — u^u sera une 
très petite quantité dont on pourra négliger les puissances supé- 
rieures à la première; alors on aura 

^r = -^ ^— Bu; 

\^ et B étant deux constantes données par Fobservation. Pour les 
déterminer, soit h la longueur du fil avant qu'il ait subi aucune 
extension; supposons qu'après l'avoir ainsi mesuré, on le suspende 
verticalement, et qu'on attache la lentille à son extrémité inférieure; 
soit A l'extension du fil, due au poids de ce corps, et prenons a 
pour sa longueur totale dans cette position, de sorte qu'on ait 
a =3 & + A. Il faudra donc que la force ^r soit nulle pour r= 6, et 
égale à la gravité g pour rti^a. Ainsi, l'on aura ^6 = ^ (a — a) 
= ^ — Ba xs Oy et ^A = ^ s= ^; d'où l'on tire A ^=^ gj 

JB s=s £, et par conséquent 

^r = g^~-^.u. 

Cela posé, les équations (1) et (a) deviennent, en divisant la pre- 
mière par r*, substituant a — i^ à la place de r, et négligeant le 
quarré de u* et le produit udu^ 
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g+f.sm9+^sin«_î.|.|=o (3), 

_4.|.ij^_^(i_cosG) + (a— tt).g^ = o (4). . 

Ces équations n'étant pas susceptibles d'être intégrées rigoureu- 
sement par les moyens connus, M. Poisson les traite par la métliode 
des approximations successives déjà employée à l'art. Sgô. 

D'abord, à cause de la petitesse de l'angle 61 et de celle de la quan- 
tité u, l'équation (3) peut être réduite à celle-ci : 

ou plutôt, pour comprendre da.ns une première approximation tous 
les termes qui dépendent de la première puissance de 6, soit au lieu de 

€.6 un terme n% n* étant un coefficient constant très peu dilTcrent de ^, 

et que l'on déterminera bientôt; on aura 

g + /z\e = o; 

et en intégrant, comme il a été enseigné à l'art SgS, il Tiendra 

fl = h.cos(nt+ k)'j 

hetk étant deux constantes arbitraires. En laissant ces constantes 
indéterminées, on observera seulement que A est un très petit angle, 
d'après la supposition qui a été faite. 

Si l'on substitue cette valeur de 6 dans l'équation (4), et qu'on 
néglige la quatrième puissance de h et le produit h^Uy on aura 

p^^S.u — -«.cos»(/zf + i) + h^an^ sinV(7if + k) = o. 

Mais le dernier terme de cette équation ayant A* pour facteur, on 
peut, sans erreur sensible, y mettre^ au lieu de /i*j ainsi, toutes 
transformations faites , 

^^ + g.i, + !^_5!^^.cos.3(7îf+A:)=o, 

d'où l'on tire en intégrant, et négligeant le quarré de «, 

w = A'.cos.[«y/(f) + A;Q- '^jH- 5~.cos.2(7îf+ A). 
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Quant à l'cqualion (3), elle devient, en négligeant la cinqoiémt 
puissance de et le produit uâ\ 

dt* *^ a a a. 3 o* ' a m dt 

Si l'on y met pour ô et m leurs valeurs précédentes, et qu'on rem- 
place ^ par n* dans le produit ^ • ^J ce qui ne peut occasionner 

aucune erreur sensible, on trouvera, après les développemens et 
les transformations convenables, 

Si dans le premier terme du second membre, qui a h^ pour facteur^ 
on met 9 au lieu de sa valeur approchée A.cos {nt+k)^ il n'en ré- 
sultera aucune erreur sensible^ et Ton aura, en réunissant les deux 
termes en 0, 

on a donc 

De là, l'équation précédente se change en la suivante , 
g + „-.« = »i.(,_&)co,.5(«/+*) - 

Enfin intégrant et négligeant le produit h! et qui est du même ordre 
que a*, il vient 

fi =s A . cos . (nf 4- *) — 8^ (i — ^) cos . 3 (n(-|- A) 



4- 



ftAVC-) 



^. {cos.[fy/(f)H-nf+ A'— a]] 



«i/o 
- cos Qy/(D —nf + k' — *]}. 
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Cette valeur de 9 et celle de u trouvée précédemment sont 
suffisamment approchées. La valeur de u renferme la loi des oscil- 
lations qui ont lieu dans, le sens de la longueur du fil; celle de 
contient la loi des oscillations du pendule de part et d'autre de la 
verticale* Cette dernière loi étant celle qu'il importe de connaître, 
M. Poisson examine avec soin la valeur dé Tangle 9 ; et il observe 
cl'abord, que la partie de cette valeur qui est multipliée par lih'\^{tt) 
est la même chose que 

or, en négligeant le produit Vi^'*», on a 
A.C08 («f-hA) — 2^î^.8in {nt+k).sttx Ql/©+>t'] 

d'ailleurs, en négligeant le produit h?k\/{a)^ on peut remplacer 
h?. COS. '5{nt+k) y par 

A'.C08.3{«f+^+^.8in.Q^(f)+A']}; 

si donc l'on fait, pour abréger, 

19QÛ A^ a >/ — -*' 

la valeur de 9 prendra cette forme très simple 

6 = A.cosi^ — ^h^.cos.Zv. 

L'angle 9 atteindra son maximum quand on aura ^ ss: o, c'est-i- 
dire 

2^ .(sin.v — 5^A*.8în Zv) = oj 

ou bien, en substituant pour ^ sa valeur, et mettant 3sin v— "ésin'.^ 
à la place de sin '5Vf 

, X (1 + 9-^A* — la^A* sin* y) .sin j^ ssas o^ 
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Des trois fiicteurs dont se compose cette équation ^ le dernier est 
le seul qu'on puisse égaler à zéro , parce que h' et A* sont supposés 
très petits; op aura donc sin v = o, d'où Ton tire v i=p^^p étant 
un nombre entier quelconque, et t désignant la demi-circonfërence 
d'un cercle dont le rayon est l'unité. 

Si l'on introduit cette valeur dans celle de 9 trouvée ci-dessus , 
on aura 

9 = ±(/i — S^A^); 




ordinaire d'un fil inextensible ; mais il n'en est pas de même de la 
durée des oscillations, qui ne sont plus isochrones. 

En effet, dit M. Poisson ^ si l'on compte le tems t à partir du 
maximum de l'angle , de sorte qu'on ait à la fois < =; o, et ^ = o , 
et i)ar conséquent 

;t^.îAyW.sinA^ = o, 

le pendule aura fait une, deux, trois, etc., oscillations, quand 
l'angle v sera devenu égal à 'tt, 27f, Stt, etc.; et si l'on désigne en 
général par P le tems qu'il emploie à faire un nombre p d'oscilla- 
tions , on aura 

ce qui donne, en mettant pour k la valeur tirée de l'équation préco- 
dente, et négligeant le quarré de /tV(*)> 

Or, cette valeur de P n'étant pas proportionnelle à p, à cause de 
sin.rr^ . \/(^)+^ j qu'elle renferme, il s'ensuit que les durées 

des oscillations successives ne sont point égales entre elles. Cepen-n 
dant , l'on doit observer que cette inégalité n'a pas d'influence sensible 
sur la durée moyenne de ces oscillations, conclue du tems que le 
pendule emploie à en faire un grand nombre, ainsi que cela se pra- 
tique ordiiiairement* 
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Soif, pour le faire voir, T cette durée moyenne j T^ déduira 
de P en divisant P par p\ on aura donc 

ainsi il est clair que Finfluence du terme variable sera d'autant 
moindre que le nombre p sera plus grand. En supposant donc ce 

nombre très grand, on a sensiblement !r = -, ou remplaçant n par 

sa vafeor préeédente, et négligeant la quatrième puissance de A,' 

Il résulte de la, i*. qu'en faisant, dans cette équation, 7^= i ,pour 
connaître la longueur a du pendule qui fait ses oscillation moyennes 
dans l'unité de tems , on aura 

^*. Que si a et 7* sont donnés par l'expérience , on aura 



=ér>-?o+i^B 



S^l 



^D+rO+^)3 



h étant à très peu prés la demi-amplitude de roscillation , et payant 
la même signification que^, dans l'art. SgS. Ainsi, le terme multiplié 
par h^ est la correction des valeurs de T, a et g^ due à la grandeur 
de l'arc parcouru , et l'extensibilité du fil augmente cette correctioa 

dans le rapport de i + — à l'unité. 

Telle est, presque mot à mot, Faddilion que M. Poisson a Édite 
à son Mémoire sur le Pendule, imprimé dans le XV« cahier du 
Journal de PÉcole Polytechnique, page 345. Ce savant géomètre 
est revenu depuis sur cette matière , et a traité le cas où la sphère qui 
termine le pendule composé prend un petit mouvement de rota- 
tion sur elle-même (voyez la Connais, des Tems de 1819, p. SSa)- 

Correction des amplitudes décrites par un pendule composé. 

397. Nous avons démontré k l'art. 394 que si 2?^ est la durée 
d'une oscillation observée , s8 l'amplitude correspondante , et q^e nf 
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soit la durée d'une oscillation infiniment petite, on a 

Soit JV' le nombre d'oscillations faites par le pendule dans Parc a8 
pendant un tems quelconque T'y et N le nombre d'oscillations infi- 
niment petites qu'il aurait faites dans le même tems; la durée d'une 

rrv 

de ces oscillations sera dans le premier cas^y? = T, et dans le se- 

cond cas -^ = /; ^n sorte que la formule précédente se changera 
en celle-ci : 

Si la durée totale de l'expérience était très courte, on pourrait, 
dans cette formule, mettre, au lieu de l'amplitude 6, l'arc moyen 

^, c'est-à-dire la demi-somme des amplitudes de l'arc décrit au 

commencement et à ta fin des observations; mais il est beaucoup 
plus exact de faire usage de la formule suivante due à Borda, 
savoir ; 






fjL étant le module 3,3oa585og. La démonstration qu'en a donnée 
M. Biot dans son Jistronomie physiq., tome III, page 169, revient 
à ce qui suit. 

afl étant l'arc dans lequel le pendule oscille à l'orîgîne du mouve- 
ment, fl sera l'angle qu'il décrit de part et d'autre de la verticale, 
abstraction faite du très petit terme dépendant de la résistance de 
l'air (art. 5g5). Pendant le tems qu'il emploie à décrire cet arc entier, 
il ferait un peu plus d'une oscillation infiniment petite ; il en ferait 

C|r|a 4 

1 H g- (art. 394). Si donc le pendule continue d'osciller dans l'air, 

l'arc ô diminuera continuellement et deviendra 6,, 9., 9j,. . . 9,, et 
les nombres correspondans d'oscillations infiniment petites seront 

, sin* I, flîn* 1, , s in* I3 ^^ sin* I, 

pinsi , après un nombre ÎV' 5= /i d'oscillations finies écoulées depuis 
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Fépoque où Vécart du pendule était 0, le nombre des oscillatipna 
infiniment petites correspondantes sera représenté par 

« 

, ain* I, , gin* 1, , ' sin'l, 

^ "*" ir '^ "76" ^ "76"- 

Il faut, pour sommer cette série, connaître la loi de décroissement 
des arcs 9t> 8^9 83. . ... Or, on sait, par la théorie et Texpérience, 
que ces arcs décroissent sensiblement en progression par quotiens, 
quand le nombre d'oscillations croît en progression par différences; 
et comme ils sont fort petits, même à l'origine du mouvement, on a 
à très peu près (art. 5y5) , 

sînfl, = q" sinfl; 

q étant un coefficient constant pour le même pendule. 

Cela posé, si on appelle S la somme des termes de la série pré* 
cédente, non compris le premier, on aura sans erreur sensible , 

et par conséquent, d'après la propriété des progressions géomé-» 
triques, 

OU bien, en exprimant «S' en fonction du premier terme sin 0^ du 
dernier sin d«, et du nombre n des termes, 

n résulte de la très grande densité de la bo^e métallique, <5fne le 
pendule oscille pendant long-tems , et que par conséquent les ampli- 
tudes 6 et fl« diffèrent peu l'une de l'autre. Or, on a en général, dans 
le système des logarithmes ordinaires , 

et, en série, 

I 

C^y = 1 + <: log. ?2»+-£.*- log». iî?| H-etc; 

yjmêj ^^ n o ainô, ' i.ai»* © sin I» ' ' 

a. ' 4o 
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fi étant toujours le module si^3o358 \ ainsi à fort peu prés 



et par suite 



( sîn e V 



— H-^iog.^r^, 

«lin 6 (ainâ-i^ainO») 
^ • «in 8 

^ 9m6« 



La somme des oscillations infiniment petites correspondantes à n 
oscillations finies du pendule obseryé sera donc 




sinfl (sinfl — sin fl„) "*] 



mais vQ la petitesse des arcs 9, 6. et leur peo de dîfiéreiice, on a 
sensil>lement 








telle est la formule qu'il fallait démontrer. 

Propriété du centre (Toscillation. 

59B. n reste encore un point important à examiner pour compléter 
la théorie du pendule composé oscillant dans fair; c'est de savoir si 
la position du centre d'oscillation est effectiy^ment indépendante de 
la résistance du milieu, ainsi qu-on Ta implicitement supposé à 
l'art. 3g5, lorsqu'on a eu en vue la détermination de ce centre. 

Pour résonne cette question de Mécanique , il faut remarquer 
que la vitesse d'un corps qui se .meut .dans un fluide quelconque étant 
sans cesse diminuée par la résistance de ce fluide , cette résistance 
exerce nécessairement son action dans le sens directement .opposé 
au mouvement du corps , et peut être considérée comme la résal- 
tante de toutes les résistances partielles dues aux molécules fluides 
situées dans la direction du mouvement des points de la surface 
choquée. Ainsi, toutes les molécules du corps sont bien animées de 
la force accélératrice de la pesanteur; mais sa surface antérieure est 
la seule qui reçoive le choc dumilieu. Or, eu vertu de la liaison du 
système, ces forces appliquées ne produisent pas tout leur efiet^ et 
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^'après le principe de d'Aleoibtf t, ^ on calcule les Ibrcea qui out 
lieu réellement, il doit y avoir équilibre entre celles-ci , priaea en 
eeoà contraire, et les forces appliquées. I>e plus, à cause du ^int 
fixe de suspensi^Mi, les cwiditions d'é<^vlibre se réduisent à une seule; 
savoir, que la somme des momeasdes forces en équilibre, pri3 {^r 
rapport à ce point, soit égale à zéro. 

Cela posé, la force appliquée à une molécule dm quelconque 
du corps est g,dm^ et son moment est pg^dm\ p étant la per- 
pendiculaire abaissée du point fixe sur la verticiàe passant par 
cette moléouie , et ^, la gravité relative au milieu dans lof^sfiX le 
corps oscille. La foroe appliquée à ua élément d^ de la surface 
choquée, et agissant dans le sens du mouvement de cet élément, 

sera représentée par Nî^ ^ c/w , " et son moment le sera par 

Nr^ 2p d^l r étant la distance au point fixe, et la résistance du 

milieu étant ^supposée proportionnelle au qoapré de la vitesse de 
Tclément de la surface. En efifet, la vitesse angulaire du corps 

de "dà 

est j^, et la vitesse absolue de l'élément c/<2r est r ^. Maintenant 

puisque les momens provenans de la résistanoe du milieu sont, 
pendant la durée de la demi-oscillation descendante , de 3i|;ne con- 
traire à ceux de la pesanteur, et que tousces momens sont de même 
signe pendant la durée de la demi-oscillation ascendante; la somme 
des-momens des forces appliquées sera en général 

fpg.dm q= fNr' ^, dv, 

la première intégrale étant prise dans l'étendue du corps , et la 
seconde intégrale dans l'étendue de la sur&ce choquée seulement. 
D'ailleurs , la somme des momens des forces qui ont effectivement 
lieu , et qui agissent dans le sens des tangentes auxt^ercles verticauK 
qu'elles £bnt décrire, est 



/' 



r'ir.dmi 



dt' 



l'intégrale étant prise dans toute l'étendue du corps. On a donc, 
pour réquation d'équilibre entre les forces appliquées et ces der- 
nières prises en sens contraire , 
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en prenant le signe supérieur lorsque le corps descend^ et le signe 
inférieur lorsquil monte. 

Mais par la théorie du centre de gravité, on a fpgidm '==^gxfpdnt 
= giPMy P étant la valeur de/i relative à ce centre, et ilf la masse 
du corps; donc, à cause de P ss 22 sin 9, l'équation précédente 
devient 

i?5^.ilfsinflrF§iV.~5?/r-(//n = o (i), 

« 

en désignant d'ailleurs, pour abréger, par JV, l'intégrale ftfr^dfwr =rs 
Nfr^dm. Quant au moment d'inertie fr^dm^ il est égala Jf(jR* + *•) 
(voy. la Mécaniquede M. Francœur, n* a4o, ou celle de M. Poisson). 
II résulte de là, que l'équation du mouvement d'un pendule single 
d'une longueur A, qui oscillerait dans le même lieu et en vertu de la 
même force accélératrice^. , serait 

;^^.Jf'sinG=f:^..7i-g.A-itf' = o (a); 

(k étant = G, puisque dans ce pendule le centre de gravité et celui 
d'oscillation se confondent). Ainsi, pour faire coïncider ces deux 
' mouvemens , il suffît d'établir les deux équations de condition 
suivantes : 

Xf^.M' _ RgtM iV. _ N 

La première équation ^ zzzjr^^^ ou A s=: — -j^ — , déterminant Ta 

longueur du pendule simple dont les oscillations seraient synchrones 
à celles du pendule composé Jlf , il s'ensuit que cette longueur, c'est-- 
à-dire la distance du centre d'oscillation au point de suspension, 
est indépendante de la résistance du milieu. Quanta la seconde équa- 

**^" m7r^^+1?) ^^ Â^' ^'^^ fournit la valeur de n en fonction de N, ; 

et comme la masse M du pendule simple reste indéterminée, on a, 
en la faisant égale à Jf , 

n Ni j, . A\a 

- = -^, d0U7l=-^. 

Pour une même oscillation, la valeur de n sera constante ; maïs 
d'une oscillation à la suivante cette valeur changera, si les deux 
portions de sur&ce choquées alternativement ne sont pas semblables; 
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ce qui résulte évidemment de ce que jV, est une intégrale étendue 
à toute la partie de surfisice exposée au choc du fluide. 
Si, pour plus de généralité, nous eussions supposé la résistance 

une fonction de la vitesse, représentée par Np + N'p +.. . ; -W^,itf^ 
étant des coefiiciens constans, et €, €'... des exposans positifs 
quelconques , cette nouvelle hypothèse n'aurait modifié en rien les 
conséquences précédentes, ainsi qu'il est aisé de s'en convaincre. 

On trouve dans les (Buvres de Jean Bemoulli, tome IV, page 389, 
une solution analytique de cette question ; mais Clairaut est le pre- 
mier qui, au moyen du principe de la conservation des forces vives, 
ait découvert les propriétés ci -dessus (Mémoires de V académie 
des Sciences, année 1738). 

Exposé des expériences et des réductions à faire pour déterminer 

la longueur du pendule à secondes. 

3gg. Après avoir donné tout ce qu'il importe le plus de connaître 
sur la théorie du pendule, il convient d'expliquer la manière de 
déterminer par l'expérience la longueur de cet instrument, lorsqu'on 
veut l'assujélir à faire ses oscillations dans l'unité de tems, et en 
déduire la loi de la variation de la pesanteur en différens points 
de la surface du globe terrestre. 

Le pendule d'expérience dont Bouguer fit usage en Amérique, 
était un petit poids de cuivre^ formé de deux cônes tronqués opposés 
base à base et suspendu à Textrémité inférieure d'un fil de pitte très 
mince , d'un mètre environ de longueur (*) : ce fil était saisi par une 
pince à son extrémité supérieure, mais de manière cependant qu'il 
y conservait toute sa souplesse. Maupertuis et les autres académi- 
ciens français qui mesurèrent les premiers un arc de méridien au 
cercle polaire, firent aussi de semblables expériences à Pello; mais 
ils se servirent de petits globes de difierens métaux, traversés chacun 
par une verge de cuivre, qu'ils adaptaient ensuite à leur horloge. 
Vers la fin du siècle dernier, les expériences du pendule furent ré* 

(^ La pitte ou espèce d'aloës , eat une plante très commune en Amérique , et 
dont les fibres ont beaucoup de force et de flexibilité. Bduguer s'était assuré , eu 
formant des hygromètres avec ces fibres , qu'elles se ressentent très peu de l'hn* 
midité de l'air, et par conséquent qu'elles conservent assez exactement leur Ion-* 
gueur, quelque soit l'état de l'atmosphère. 

4* 
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pétccs à Paris avec une précision |tisqu'aIors incôEiiiae , et par des 
procédés en partie nènveatix, imaginés par Borda, l'Un des membres 
de la Commission des poids et mesures. L'appateîl de ce sayant 
géomètre est des plus ingénieux et des plus simples : il consiste en 
ime boule de platine du poids de 620 granunes environ, qu'on &it 
osciller à Textrénriité inférieure d'un iîl tnétaUique de 4 mètres de 
longueur, attaché à une suspension à couteau posant sur des plans 
d'une matière très dure. Quel que soit l'appareil qu'on emplcne à cet 
ctiçt, la loi^ueùrdu pendule est, comme nous l'avons déjà dit, la di* 
stancedu point de suspension au centre d'oscillation; centre qu'Une 
faut pas confondre avec le centre de gravité du système. 

Afin de pouvoir bien comprendre toutes les réductions que néces- 
sitent les expériences du pendule composé, faites avec l'apparéfl de 
Borda , nous observerons que cet appareil se compose de troisparties 
distinctes, qui sont le couteau, le fil et la boule. Le couteau, dont le 
tranchant posésur unplan parfaitement horizontal, est traversé en son 
milieu par une petite verge au bas de laquelle on attache, au moyen 
d'une vis de pression, l'extrémité supérieure du fil. La boule est mise 
en contact avec la partie concave d'une petite calotte de cuivre ayant 
même rayon que cette boule, et ces deux pièces adhèrent l'aneà 
Tautre, tant par la pression de l'atmosphère, que par un léger cnâdt 
de suif. De cette noanière, on a la faculté de suspendre la boule suc- 
cessivement par difiR^rens points de sa surface. Enfin, la calôlte et 
lu boule tiennent à Textrémité inférieure du fil fixé au bouton de la 
calotte, au moyen d'une vis de pression (yojez le tom. III de la 
Ba^e du Système métrique décimai). 

Le fil métallique doit être d'égale épaisseur dans toute sa longueur, 
parfaitement homogène et aussi mince que possible, afin qu'en pré- 
sentant moins de surface à Pair, il puisse osciller plus libteitieiit. 
Borda avait adopté un fil de fer; mais M. Biot préfère un fil de cuivre, 
qui n'est pas, comme l'autre, susceptible d'être soumis à l'action du 
magnétisme terrestre, et qui ne fait pas craindre par conséquent 
qu'une nouvelle force s'ajoute à la gravité qu'on veut observer. 

4oo. Avant de mettre dcGnitivement le pendule en môùvtîtnent, 

. lorsqu'il est suspendu à une muraille très solide , on fait en sorte 

que les oscillations du couteau pris séparément, aient la même 

durée que celle de l'apparei} entier. Le petit poids, attaché à l'ex* 
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trëmité svpëridure 4^ I0 verge du couteau , et qu'on peut ^tire glisser 
à vûloDté» im procure le mpyen. Alors, le couteau ayant son centre 
4e grayitp extréiçepiie^Qt ppès de l'axe de rotat^qn , U est permis d'eu 
faire abstriiqtion. 

Apré3 avQJr placé ^ne Jiorloge derrière le pendple mis en mouyer 
ment 9 Pt Fen&rmé le f^opt dans une cage vitrée, pour le mettre k 
l'abri diss mouven^ens (}e l'air, on compare les oscillations du pen- 
dule à celles de. l'^prloge dont on détermine rigoureusement la 
marche par les retours diurnes de plusieurs étoiles au même vertical : 
c'est à quoi Ton parvient, avec la plus grande fecilité, en rendant 
parfaitement immobile une lunette dirigée sur une arête verticale 
de quelqu'édifice , et observant pendant plusieurs jours consécutifs les 
occultations des étoiles qui passent dans le cliamp de cette lunette. 

Pour éviter l'ennui de compter les oscillations une à une, et 
les erreurs que ce moyen pourrait occasionner, on procède ainsi, 
qu'il suit. 

Lorsque le pendule et l'horloge sont en repos , on fixe , sur la 
lentille de celle-ci, un petit cercle de papier blanc, pour servit de 
signal. Le centre de ce cercle et le fil du pendule déterminent la 
position d'un plan vertiqal dans lequel on place à une distance dg 
8 à ]LO"'4e l'appareil, uac lunette terrestre, qu'on rend ensuite im* 
mo]^ilç l^pwpd le ;Çentre (du signal est exactement derrière le fil du 
pendi^e. On piace aussi quelquefois entre la lunette et le pendule 
un petit écran à fond noir, de manière que le bord vertical couvre 
la moitié de l'épaisseur du fil du pendule ; cet écran est destiné à 
éclipser le signal au moment où il passe à la verticale. Cela &it, on 
met le pendule et l'horloge en mouvement; alors, si leç oscillations 
sont synchrones, et que le fil et le signal passent ep xnè^xe tems à la ver- 
ticale, ils ne se sépareront jamais, en supposant.qu'ilsnifgrchentdans 
le même sens; mais, comme ils ont toujours des vinsses, différentes, 
ils ne tarderont pas à se séparer. Par exemple, le pendule allant plus 
vite que l'horloge, dépassera le signal de plus en plus, et finira par 
terminer son oscillation au moment où le signal passera à la ver- 
ticale ou se cachera, derrière l'écran, et, dans ce cfis, il aura gagné 
une demiroacillation spr l'horloge; puis il arrivera , après un inter- 
valle presque égal, que le fil du pendule et le signal de la lentille 
passeronteuméoie teqis à la verticale, mais en allant dans des direc- 
tions opposées : pour lors le pendule aura gagné sijr l'tiorloge une 
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oscillation entière. Le mouvement continuant, le pendule finiura par 
gagner encore une oscillation, à Tinstant où il passera à la ver- 
ticale, ou s'éclipsera derrière Técran en même tems que le signal , 
mais, cette fois, en marchant dans le même sens que lui. La dispa- / 
rition simultanée du fil et du signal derrière Técraa, se nonnme 
coïncidence ou concours. Ainsi, selon que le pendule va plus vite 
ou plus lentement que l'horloge, il gagne ou perd deux oscillations 
sur elle , dans l'intervalle de deux coïncidences consécutives. 

4oi. Soit iV^ le nombre des oscillation» faites par l'horloge entre 
deux coïncidences, ou le nombre de secondes écoulées; Ndc a sera 
le nombre des oscillations du pendule, dans le même tems, en sup- 
posant que l'horloge et le pendule soient à peu près d'accord, comme 
dans les courts appareils ; et si l'on désigne par T la révolution 
diurne, on saura combien le pendule d'expérience fera d'oscillations 

dans un jour, en disant cette proportion 

* 

le terme ci= -^ sera d'autant plus petit que N sera plus grand. H 

est vrai qu'en rendant cet intervalle plus considérable, Tépogae de 
la coïncidence est plus difficile à Saisir : toutefois cet inconvénient 
est racheté par l'avantage que procure la petitesse de la correction 

a7^ 



Dans l'appareil même dont Borda a fait usage , la durée de l'oscil- 
lation du pendule était de a'^, et la lentille de l'horloge feisait par 
conséquent, dans l'intervalle de deux coïncidences, deux fois le 
nombre d'oscillations du pendule plus deux. Ainsi, au lieu de la 
proportion précédente , on a celle-ci : 

â HP/ 

Lorsqu'on a obtenu plusieurs valeurs de 7^, par le moyen de plu- 
sieurs coïncidences, leur somme divisée par leur nombre est le 
résultat moyen auquel on s'arrête définitivement pour en conclure 
la longueur du pendule simple qui battrait les secondes dans le lieu 
des observations. 
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4o9. Camme il importe de tenir compte de l'amplitude de Tare 
décrit par le pendule aux diverses époques de l'expérience , afin de 
pouvoir réduire les oscillations du pendule composé au cas de Pin- 
finiment petit, on place devant le pendule une petite échelle hori- 
zontale divisée en parties égales, et dont on mesure la distance à 
Taxe de suspension. Les écarts du pendule de part et d'autre de la 
verticale, peuvent alors se mesurer assez exactement, et &ire cou* 
naître l'amplitude de l'arc à un instant donné. 

Cela posé, nonunons N' le nombre d'oscillations &ites par le pendule 
dans un certain tems, etiVle nombre d'oscillations infiniment petites 
qu'il aurait Eûtes dans le même tems ; appelons en outre et 8' les 
ampliludes décrites au commencement et à la fin des observations ; 
on aura (art. 697) 






fi étant le module 9,5oa585og. 

4o5. Une des opérations les plus délicates est de mesurer la 
longueur du pendule d'expérience, et de la réduire à ce qu'elle était 
aux époques des coïncidencies. On conçoit d'abord , que l'on a dû 
observer à ces époques la hauteur du baromètre , et noter la tem- 
pérature de l'appareil, au moyen de thermomètres placés dans l'in- 
térieur de la cage où se trouve cet appareil : on conçoit en outre, 
qu'il faut être pourvu d'une mesure par&itement étalonnée sur lé 
mètre , afin de pouvoir déterminer la longueur absolue du pendule. 
Cette mesure, qui accompagne l'appareil de Borda, est une règle de 
platine à peu prés pareille à celles dont nous avons donné la descrip- 
tion (art. i45). 

Après avoir mis le pendule en repos, on place au-dessous de la 
boule un petit plan d'acier bien horizontal, et on l'élève doucement 
jusqu'à ce qu'il touche la boule sans la soulever. Cela fait, on le fixe 
invariablement, et on ôte le pendule pour y substituer la règle dont 
on vient de parler. A l'extrémité inférieure de cette règle , est un^ 
languette mobile ou une échelle divisée en parties égales,, que l'on 
fait descendre jusqu'à ce qu'elle soit en contact avec le plateau d'a*- 
cier ; de cette manière on a, en parties de la règle, la longueur totale 
du pendule composé, prise depuis le plan de suspen^on jusqu'au 
2. 4i 
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bas de la bôùle. Od a soin , pendaift cette c^ration^ if observer la 
tanpératQre';eDfi&,ioD évalue la longueur -do fil, ceife de la retg^ 
-cothpriae entre l'axe de suspension et 4e point ou est attaché le fil^ 
^nsi que le diamètpe de -la boule, et Ton pèse csaOtemeot cette 
â>oole et la calotte à laquelteeile adOiére. 

Quant au poids du fil, comme il est fort petit, on le déSirit de celui 
d'une plus grande dimension ; car, en supposant que le fil soit d'une 
homogénéité parfaite et de forme cylindrique , son poids est pro- 
portionnel à sa longueur. 

464. Toutes ces mesures étant prises, il s'agit d'aroir la lefDgueor 
idn pendule, 'comptée depuis le plan de suspension jusqu'au centre 
d'oscillation du système. Nommons M\ Jtf'y M'" les masses de la 
boule, de la calotte et du fil, et désignons par /', /', /'", f , /', /" les 
distances de Taxe de suspension aux centres de gravité et d'oscilla-* 
fion de ces trois parties de l'appareil; enfin, appelons A la longueur 
du pendule simple synchrone au pendule composé*; oaaura(Jlfé- 
canique de M- Francœur, n* aSa) 

ou bien, si Ton multiplie les deux termes de cette firaction^par la 
pesanteur jf, (art. Syô), et qu'on nomme P", JP"^ P"^ les poids de la 
M- viendw boule, de la calotte et du fil, 

E= f — ^ ^ = t G- 

le second terme de cette râleur est donc la correction due au poîdf 
de la calotte et du fil. 

On sait, par la théorie du centre d'oscillation, que si R est le 
* rayon de la boule, D la distance du centre de grayité ûk la calotte 
au centre de la boule, et X la longueur du fil, on a 



UV^E SIXIEME. 52$ 

En effet, le fil étant extrêmement fin, peut être considéré con^qe 
une ligne pesante j et le centre de gravité de la calotte se trouvant 
à très peu près sur la sur&ce de ta sphère, coïncide sensiblement 
arec le centre d'oscijlatîon de cette petite pièce. En substituant oes^ 
valeurs dans l'équation précédente, on obtiendrait précisépent l/Bt^ 
formule enn^Lo^ée par M* Biot, à la page 1,75 du tome Ul à^e sopi 
astronomie physique; mais il est tout aussi simple de laisser cette 
équation sous la fom^e que nosus lui avons 4onnée. 

4o5. Heprésentons maintenant pjar b la distapce du plan de 
suspension au commencement du fil , par A celle du- même plan au 
bas de la boule, donnée par la règle;. et çcoisidérona 4r,yÇ ^ comme 
les dilatalions du platine, de la règle qui a servi à mesurer lependuley 
et dq fil métattîqQe, pour Vuuité de longueur. On aura d'abord à très 
peu près, eu coâseryant d'ailleurs ka notatioa ci-dessus, 

topgueur du fi), ou A s= A — ait-^ L 

Supposons ensuii^ qi^ç cette longuçigir oJ^servée à la tempér^twe 
moyenne x des coïncidences du pendule et de l'horloge , l'ait été a 
une température x' plus haute lors du contact du plan d'acier avec 
la boule : alors , à cette second.e époque , la longueur dont il s'agit 
ayaqt été trouvée trop longue de la quantité P^fixf — 5c) , it Êiut la 
diminuer de cette même quantité pour la ramener à l'état où etto s6 
trouvait lors des coïncidences. Mais, comme l'observe M. Biot^ 
la très petite différence qui existe entre A et A permet de Ëiire cette 
GorrectioB sw la longueur même A. De plus, comme la règle est 
supposée représentjBF des parties du mètre à la température de la 
glace fondante, et qu'elle a été mise en expéçienoe à la températupç^^ 
elle a donné une longueuif A tr«p co^rtç de la quantité Afx"; on a 
donc, en&isant ces deux corrections de dilatation, 

distance du plan de suspension )ou A'=A-^A/(*'^;p)+A^*". 
au bas de la boule, ) , 

D'un autre côté, le rayon de la boule, à la températi:^e zéro, 
étant jR, a di!^ se trouver augmenté de Hwx a la température 
moyenne des coïncidences j ainsi, la disit4QCç 4u plw 4^ ^pçfijH^W 
au centre de la houle, ou 

/=A'--iî(i-H4r*)î 
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6D a d'ailleurs 

ces valeurs étant substituées dans celle de Q , trouvée précédem-^ 
ment, il vient 

loBgueur du pendule dans Pair /, =r A' — lî (i -|- flwc) 4- — -- — Q. 

4o6. Si Ton désigne par/y, etp le poids du pendule dans Tair et 
dans le vide, et dans la même circonstance par ^> et ^ la gravité , 

on aura & = ^. Le rapport dtp a p^ dépendant de la densité ac* 

tuelle de l'air, il faut donc, pour le déterminer, avoir égard aux hao* 
teurs du baromètre et du thermomètre. Si, par exemple, v exprime 
à la température de x degrés centésimaux , le volume d'air déplacé 
par le pendule, et que A soit la pesanteur spécifique de Pair, aa 
terme de la glace fondante et à o*,76 de hauteur barométrique, oa 
aura (art. a48) , pour la pesanteur spécifique A, à la taonpérature 
moyenne x, et sous la pression h de l'atmosphère, 

^ A^A ^_ A.h ^, 

o-,76(i+o,oo375x)^i+ggg5J »/ v -r jk -r j 

et par suite, le poids de l'air déplacé, ou n ss L^v\ donc le poids do 
pendule dans le vide est 

Maintenant, si l'on &it attention que A et /étant la longueur du peiH 
dule dans l'air et celle du pendule dans le vide , qui ferait ses oscilla* 
tions dans le même tems, on a 

*■ ^^ ^ ^^ « > 

S P 

et que p. =::p — n =/i — A.i;, on aura 

liais ti^ s= -7^ ; c'est le rapport du poids de Pair pris pour unité , 

à celui du platine, le thermomètre étant à zéro, et te baromètre 
marquant 0*976 ; donc la longueur du pendule dans le vide, ou 

f / 1^ ^ 

'"^ *"^o-,76(i + iiu:)(i+iix).i59io* 
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Dans cette derpiére réduction, nous supposons que la masse da 
p^idule est toute de platine, quoique le fil et la calotte soient réelle» 
mentde matières différentes; mais il n'en r&ulte évidemment aucune 
erreur sensible. 

407. n reste encore deux corrections à opérer; la première sert à 
&ire connaître la longueur du pendule à secondes, dans le lieu même 
des observations. Or, si N désigne les oscillations dans un jour 
solaire moyen, et que le pendule, dont la longueur est supposée /, 
en fitôse N'y en sorte que N^^lf+ni on aura, en appelant L la 
longueur du pendule à secondes, 

La dernière réduction est celle au niveau de la mer ; elle résulte 
de ce que le pendule à secondes est un peu plus long au bas des 
hautes montagnes qu'à leur sommet. £q efTet, l'intensité de la pe- 
santeur augmentant à mesure qu'on s'approche du centre de la 
Terre, les oscillations l'un même pendule deviennent de plus en 
plus rapides ; il &ut donc alonger le pendule à secondes pour retarder 
«es oscillations. D'après cela , soit z la hauteur du lieu de l'expérience 
au-dessus de la mer, la pesanteur au pied de la vertiode sera, 

comme l'on sait, égale à ff '^^^ ^^^0 ^" ^) ' ^ désignant le 

rayon de la Terre ; par conséquent L' étant la longueur cherchée , 
on aura 

En procédant de la sorte, on peut comparer entre elles les lon- 
gueurs du pendule à secondes, observées en différens lieux, soit 
pour en déduire la loi de leurs variations , soit pour en conclure 
l'aplatissement du globe terrestre ; et il est aisé de voir que l'on 
obtiendra une très grande précision dans la recherche de cette loi, 
ai au Heu de mesurer chaque fois la longueur absolue du pendule, 
ce qui ne laisse pas d'être fort difficile, on fait partout usage du 
même appareil et des mêmes procédés; parce qu'il suffit alors de 
tenir compte de la variation qu'a éprouvée la longueur primitive da 
pendule prise pour unité dans un certain lieu, et pour un état donné 
de l'atmosphère. 
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4o8. Il MÉiblakqift'après tes travaux de Borda, et ce«x des autres 
gécmètres qui ooit écrit sur la théorie du pendule coBoposé, ii ne 
restât plus rien à dire à ce sujet; mais M. Lapbce a remarcpié que 
l'appareil de Borda, considéré jusqu'à présent comme fiMmaot wo^ 
masse dont toutes les parties sont liées entre elles d'une manière 
inyariaMe, est cependant composé de trois parties distinetesy qui 
{(euyent osciller les unes autour des autres. Il résulte tootefeis de 
sa savante analyse {Connaissance des Tems de i8ao) : « que la 
y> mobilité respective des trois parties de l'appareil et U fleulMËté 
» du fil n'ont aucune influence sensible sur la durée des Fetoixrs du 
» centre de la boule à la verticale, et qu'ainsi l'on peut calcniiep cette 
» durée comme si le fil était inflexible et fixement attaché aux deux 
» autres parties de l'appareil; sur-tout si, pour mettre le pendule 
10 en mouvement, on l'écarté un peu de la verticale, de maûère 
» que le centre de la boule, le fil et le point de suspeusiim soÂoot 
j> sur une même droite; enfin, si l'on rend le plus égales qu'U es( 
3» passible les durées des oscillations de l'appareil eij^er et du OQi]h 
j^ teau pris isolément. » 

Cet illustre géomètre a en outre exaniiné un point très déUe^i- 
c'était de savoir s'il est nécessaire d'avoir égard à la forme du ttvh 
chant du couteau. Il est parvenu à ce résultat singulier, que la hnr 
gueur du pendule, comptée du plan sur lequel le. couteau s'appuie, 
doit être diminuée du rayon du cylindre que forme le tranchant. 
Cette correction est sur-tout sensible sur la longueur du pendule à 
secondes , déterminée par des oscillations d'un court appaieil, te) 
que celui qui est destiné pour les voyages; puisque le tranchant du 
couteau, vu à la loupe, présente la forme d'un demi-cylindre dont 
le rayon surpasse un centième de millimètre. 

M. Poisson arrive par une analyse très directe i ce résultat trouvé 
par M. Laplaoe; c'est ce qu'on va voir. 

«c Soient t le tems, g la gravité, dm un élément quelconque de la 
y> masse du pendule, x et y les coordonnées de cet élément, prises à 
p partir de Taxe du cylindre qui forme l'arête du couteau, et comptées 
D dans un plan perpendiculaire à cet axe; suf^sokis la première 
D horizontale et la seconde verticale. Soient en outre r le (^yoa du 
» cylindre et u la distance variable de sa ligne de contact avec le 
j> plan fixe, à un point choisi arbitrairement sur ce pl^n, de manière 
» que les coordonnées de l'élément dm^ rapportées à ce. point ixe 
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» comme origine, deviennent x^uety-^r. Pour l-éqailHure des 
y> quantités de mouyement, perdues à chaque instant par tous les 
y> élémens matériels do pendide, il &udra que la somme des momens 
y) de ces forces, pris par rapport à la ligne de contact du couteau , 
3» soit égale à zéro ; ce qui donne l-équation 

7> dans laquelle les intégrales doivent s'étendre à la masse entière; 
3» et réciproquement, cette équation suffira pour cet équilibre, si 
j> l'on suppose y avec M. Laplace, que le couteau n'a pas la liberté 
y> de glisser sur le plan fixe. 

y> Désignons maintenant par ilf la masse entière du pendule; par/ 
3» la distance de son centre de gravité à l'axe du cylindre qui forme 
y> i'aréte du couteau; par 0, l'angle variable compris entre la pvpen*- 
7> diculaire abaissée de ce centre sur cet axe^ et le plan vertical 
» mené par le même axe; enfin, par Mif le moment d'inertie du 
» pendule, rapporté à un axe mené par son centre de gravité, pa- 
j> rallèlement à l'axe du couteau, et par conséquent par MA;*+ Âf/* 
» le moment d'inertie rapporté à l'axe du couteau ; on aura , comme 
n dans la théorie ordinaire du pendule composé , 

fgxdm = Mgf sin 6. 



% On aura aussi 



/Cr 



r)g^/?i=JïfO'co8fl-r)g^j 



J» et réquation précédente deviendra, en j supprimant le facteur Jf^ 

#v. . ^\à'ê drainé ^ f n ^\d*u , . j, 

» Or, dans Phjpothèse de M. liaplace , où le couteau ne' fait que 
D rouler sur le plan fixe, il est aisé de voir que la variable u est égale 
7> k une constante arbitraire, diminuée de l'arc r0, d'où il résulte 
jD d^u = — rtf'S; par conséquent, si l'on considère le cas des petite» 
3» oscillations, et que l'on néglige le quarré de r et les puissances 
9 de supérieures à la première, notre équation se réduira, en 
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» divisant tous les termes par gf^ à 

» L'équation du mouvement du pendule simple , qui a pour Ion- 
» sueur /, est 

-.^H-« = o; 

» pour que ce mouvement coïncide avec celui du pendule composé, 
» il .&ut donc qu'on ait 

3> Désignons par X, la distance du centre de gravité de ce pendule 
1» à la ligne de contact du couteau ayec le plan fixe ; nous aurons 
» / = A — r j négligeant toujours le quarré de r, et obsenrant que, 
I» dans les expériences du pendule, la quantité k^ est très petite, la 
i> yaleur de / deviendra à très peu près 

» d'où il résulte que, pour tenir compte de l'épaisseur du couteau, 
» il &ut d'abord calculer la valeur de /, en disant abstraction de 
9> cette épaisseur, et en retrancher ensuite la grandeur du rayon r. ' » 
Il e^t remarquable que cette conséquence, qui mérite d'être prise 
en considération dans l'appareil de Borda , se déduit aussi des ré^ 
sultats analytiques auxquels Euler est parvenu lui-même, dans un 
Mémoire sur le mouvement d'un pendule composé oscillant au- 
tour d'un axe cylindrique appuyé sur un plan horizontal {yoyez 
le tome YI des Nova Acta Petropolitanœ, page i45). 

4og. On vient d'exécuter en Angleterre iin nouvel appareil pour 
déterminer la longueur du pendule à secondes. Il est fondé sur cette 
propriété du pendule, découverte par Huyghens, savoir : que les 
axes de suspension et d'oscillation sont réciproques l'un;: à l'autre; 
c'est-à-dire que si l'on fait osciller un pendule composé, et qu'ensuite 
on prenne pour point de suspension le centre d'oscillation, les nou* 
velles oscillations seront de même durée que les premières, et la 
distance des deux points de suspension sera la longueur du pendule 
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simple correspondant à cette durée. Comme il est nécessaire, pour 
cette expérience, d'adapter un second couteau très près du centre 
d'oscillation du pendule dans la première suspension, M. Laplace 
a examiné Tinfluence que doivent avoir sur les résultats des obser- 
vations les arêtes de ces deux couteaux. M. Poisson a remarque 
qu'on arrivait aux conséquences mêmes de cet illustre géomètre, 
ainsi qu'il suit : 

La longueur du pendule simple synchrone au pendule composé 
est, par ce qui précède^ 

Supposons qu'elle soit relative à la première suspension. Si l'on 
désigne par r^ le rayon de l'arête cylindrique du second couteau , 
autour duquel on &sse ensuite osciller le pendule , la quantité 1^ ne 
changera pas ; mais la distance du centre de gravité à l'axe du second 
couteau, au lieu d'être / comme ci-dessus, deviendra /, et la lon- 
gueur du pendule simple sera 

Si l'on parvient à établir le synchronisme, on aura / = f , ou 

■ V 

/ H- -— • ar = / + ^ — • ar'; 
et si les deux rayons r, r' sont égaux , cette équation deviendra 

d'où l'on tire 

A* 
/ = /, ou -7= 1. 

La première solution est relative au cas où le centre de gravité 
divise en deux parties égales la plus courte distance des deux axes 

synchrones; la seconde solution ayant lieu lorsque / = -r,et 
donnant 

il s'ensuit que, si le centre de gravité est dans le plan de ces deux 
axes et situé entre eux , leur distance mutuelle sera f + /, et la 

2. 42 
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longueur du pendule simple , faisant ses oscillations dans le même 
tems que le pendule observé , sera la plus courte distance entre les 
sur&ces des arêtes qui terminent les deux couteaux de suspension : 
c'est donc par rapport à ces surfaces qu'a lieu le théorème d'Huy gheos, 
sur la réciprocité des axes de suspension et d'oscillation. 

4io. En nommant r le rayon de ce demi-cylindre , et, comme 
précédemment, D la distance du centre de gravité de la calotte qui 
recouvre la boule, au centre de cette boule dont le rayon est U , X la 
longueur dn^fil , b la distance de l'extrémité supérieure du fil à Taxe 
du cylindre formant le tranchant du couteau; appelant de plus A' la 
distance de l'extrémité inférieure du fil au centre de la boule , p le 
rapport de la masse de la calotte à la somme Jlfdes masses de la 
boule et de la calotte , i celui de la masse du fil à la même masse Jf ; 
enfin E la distance du centre de gravité de la masse M au point de 
8a suspension par le fil; on aura, selon M. Laplace, 

distance du plan de suspension au centre de la boule 

et longueur du pendule simple, faisant ses oscillations dans le mêuMr 
tems que l'appareil, 

Borda suppose Z> = -R = A' j et dans les termes multipliés par i la 
différence qui peut exister entre ces trois quantités est insensible; 
alors Xzsi F — h — JR. M. Laplace, prenant avec lui pour unité 
la deux cent-mlUième partie d'une grande régie qui lui servait de 
module (art. 4o5), observe que dans son appareil on a, en siçposant 
rs=o, 

^=1968, jF3=ao5oi5,i7, iîsr937,/?=o,oo38oi5, /=ao,ooi386j j 

et il trouve en conséquence , par la formule précédente , 

/ = 30^965,855; 

^ qui ne diffère que d'une quantité insensible, de la valeur 3052965,821 
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que Borda a obtenue par sa formule, ainsi qu'on le verra dans l'ar-^ 
ticle suivant. 

Calcul numérique d'une expérienjce du pendule , faite avec 

V appareil de Borda. 

4ii. Quoique nous venions d'expliquer en détail et d'une manière 
générale toutes les réductions à faire à la longueur observée du pen- 
dule, pour' en déduire celle du pendule à secondes, nous pensons 
qu'un exemple numérique répandra encore plus de clarté sur cette 
opération délicate. Nous allons en conséquence rapporter la première 
expérience faite par Borda lui-même, à l'Observatoire de Paris, et 
décrite au tome III de la Base du Système métrique décimal, 
pages 349 et suivantes. 

Nous avons déjà dit que le pendule d'expérience avait 4 mètres 
de longueur; ainsi, il ne faisait qu'une oscillation en deux secondes^ 
Il résultait de là cet avantage, que cette longueur étant quadruple de 
celle du pendule simple, l'erreur qu'on pouvait commettre sur la 
mesure avait quatre fois moins d'influence sur les résultats. 

Le pendule, mis en oscillation à 7^45' Sa'' du matin, paraissait se 
cacher derrière Fécran un peu avant le centre du signal marqué par 
l'intersection de deux droites qui faisaient des angles de 45'' avec 
l'horizon, quand la lentille de l'horloge était en repos; et à 7*46' 8", 
le centre de ce signal devançait un peu le pendule. On a estimé que 
le premier concours avait eu lieu à 7*45' 56''; mais ordinairement, 
on prend pour époque du véritable concours le milieu des tems du 
conmiencement et de la fin d'une coïncidence. En procédant de la 
sorte, et observant à chaque concours l'arc décrit par le pendule de 
part et d'autre de la verticale , on a eu 
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Deux thermomètres décimaux, placés dans la cage qui renfermait 
le pendule et Fhorloge, l'un à la hauteur de la boule, l'autre auprès 
de la suspension, étaient observés après chaque concours. Les tem- 
pératures se sont trouvées ainsi qu'il suit : 

Thermomètre inférieur. Thermomètre supérieur. 

1" concours i5'a 16^5, 

2« i5,4 i6,o, 

5*^ i5,4 i6,9, 

4« i5,4 i6,8, 

5« i5,6 17,0. 

Borda attribue l'excès de la température dans la partie élevée de la 
cage , à ce que les parties chaudes de l'air renfermé dans cette cage 
s'élevaient toujours vers la surface supérieure. 

La distance , depuis le point de suspension jusqu'au plan mis au- 
dessous de la boule, a été mesurée avec une règle de platine; l'ex- 
trémité de la languette portant sur le plan, son vernier marquait 
5963,5 parties (chaque partie étant un 200 millième de la distance 
comprise depuis le zéro du vernier jusqu'à la partie supérieure 
de la règle (art. 4o5 ) , et par conséquent la longueur mesurée • . . 
A z= 203952,5 parties. 

Le thermomètre métallique marquait au même instant i8i,5 par- 
lies, et le baromètre était à a8''*a%8. 

On a trouyé ensuite, 

Longueur de la verge du couteau à laquelle le fil est soutenu , 
comptée du point de suspension. ... ^ = 1968 parties. 

Rayon de la boule , ^ = 9^7 

Poids de la boule P' = 9911 grains. 

Poids de la calotte P" = 57,8a 

Poids du fil P'" = 15,79. 

Enfin, la marche de l'horloge à laquelle le pendule a été comparé, 
a été déterminée par six observations de passages d'étoiles , faites 
deux jours de suite. Cette horloge s'est trouvée avancer de i5",4 par 
jour sur les fixes. 

Pour conclure de cette expérience la longueur du pendule qui bat 
les secondes, il faut d'abord calculer le nombre d'oscillations qu'aurait 
fait le pendule dans un jour solaire moyen, en lui supposant tou- 
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jours le. même mourement que pendant l'expérience. Or, Pin- 
tervalle entre le premier et le deuxième concours ayant été de 
4394" = iV", et la lentille de Thorloge ayant fait deux fois le nombre 
d'oscillations du pendule plus deux (art. 4oo, ce pendule a nécessai- 
rement fait ^Mzif = 3196. 

D'un autre côté, comme l'horloge avançait de i3",4 sur les fixes, 
elle faisait 864i3,4 oscillations dans un jour sidàraKMais le jour 
moyen, exprime en heures sidérales, est de a4*5'56",6 (art. i4); 
ajoutant donc5'56",6 ou a36",6 à 864i5,4, on aura, pour le nombre 
des oscillations faites par l'horloge dans un jour moyen , r= 8665o, 

Maintenant, employant la formule 2^ = — — ^v démontrée à 

l'art. 401 , et dans laquelle Tet JV ont les valeurs précédentes, on 
trouvera, pour le nombre d'oscillations du pendule dans un jour 
solaire moyen, T' = 435o5,28. 
Par un calcul pareil, le nombre d'oscillations du pendule, conclu 

du second intervalle, est de 433o5,35 

du troisième intervalle, de 433o5,44 

du quatrième intervalle, de 435o5,i4. 

C'est d'après cette méthode de calcul , et en ayant égard à la 
formule de correction des amplitudes donnée à l'art 4oâ , qu'on a 
formé le tableau suivant : 



INTERVALLE 

entre 
les concoarf . 



73' 14" 
73.30 

73.49 
73.34 



NOMBRE 

d^oscillations en un joar, 
conclu de Tcxpërience. 



433o5,a8 
433o5,35 
433o5, 44 
433o5, 14 



CORRECTIONS 

poor 
Pamplitnde des arcs 



o,5i 

0,14 

o,o5 
0^09 



NOMBRES 

corrigés. 



433o5,79 

433o5^4d 

433o5^49 
433o5,i6 



Terme moyen 433o5^4S 
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Détermination de la longueur du pendule à secondes. 

Distance depuis le point de suspension jus- 
qu'au-dessous de la boule A s= 2o5953,5 v^^^^ 

Ajoutant -^ de parties pour Talongement 
que prenait la règle étant suspendue à la place 
du pendule . • • o>5 

on a. do595a,6. 

La température moyenne de la cage était de 16^1 a 
mais lors de la mesure du pendule, les ther- 
momètres marquaient i6,5o 

Excès 0,18 > 

Pour 1^ le fil s'alongeait de a,53 parties, 

et proportionnellement pour 0^,18, on a. • • • o,43 

à ôter de aoSgSa^Go 

reste pour la longueur réduite à la tempé- 
rature moyenne A'= ao3g5a,i7 

ôtant le rayon de la boule 937,00 

on a, distance au centre de la boule f ' s= ao3oi5,L7 

Mais la distance de ce centre à celui d'os- 

a/P 

7 

donc la longueur du pendule tzss, 305016,90 

Faisant la correction due à la pesanteur du 
fil et à celle de la calotte , par la formule de 
Fart. 4o4, on a — Qx= — 5i,o8 

de là, longueur du pendule dans l'air /, s= 202965,83. 

Il s'agit de réduire ensuite cette longueur à être celle du pendule 
à secondes de tems moyen, par la première formule de l'art. 407, 
ou ce qui est de même d'après ce principe , que les longueurs des 
pendules sont en raison inverse des quarrés des nombres d'oscil- 
lations qu'ils font dans le même tems. On aura donc cette propor- 
tion: 

(864oo'0* : (433o5",48)* :: 202965,82 : /(.), 
d'où 

Iç^ s= 50989,55 parties; 



cillation, ou g -7-== + i>73 
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c'est la longueur du pendule à secondes de tems moyen oscillant 
dans l'air. 

Pour réduire cette longueur à ce qu'elle serait si le pendule oscillait 
dans le vide, Borda a pris le rapport de i à 17044 pour celui des 
pesanteurs spécifiques de Pair et de la boule de platine; le thermo- 
mètre de Réaumur étant à i6* | = ai degrés centigrades , et le 
baromètre à 38 pouces; mais pendant l'expérience du pendule, le 
baromètre marquait a8'*a'*^8 et le thermomètre décimal 16*. Il suit 
de là, qu'en faisant dans la formule de l'art. 4o6 les changemens con- 
venables , d'après ces données, la réduc- 
tion au vide est de 3,io !«««•• 

ajoutant à celte réduction ^c») ^= 60989,55 

on a , longueur du pendule à secondes dans 

le vide L i=i 5o99a,65. 

Cette longueur a besoin de subir encore une correction pour la 
rapporter à un terme fixe de température, et pouvoir par conséquent 
connaître la longueur absolue du pendule à secondes. Borda a ob- 
servé qu'à la température de la glace fondante, le thermomètre 
métallique de la règle employée pour mesurer le pendule, mar- 
quait i5i parties, et que cette règle s'alongeait d'un a 16000* pour 
une partie de plus du même thermomètre. Or, pendant l'expérience 
du pendule, le thermomètre marquait i8i,5 parties; il y a donc un 
excès de température correspondant à 3o,5 parties, et par consé- 
quent l'alongement de la règle , à partir du terme de la glace fondante, 

3o 5 

est de j^g^ X 5o99a,6 = 7,16 parties; 

quantité dont le pendule a paru trop court pendant l'expérience ; 
donc, longueur du pendule entièrement corrigée 

ss 5o99a,65 + 7,i5 = 60999,80 parties. 

La moyenne de vingt résultats s'est trouvée de 60999,60 parties , 
et les écarts autour de cette moyenne ne vont pas à o,5 parties; 
d'où l'on peut présumer que la véritable longueur du pendule à 
secondes difiere extrêmement peu de 60999,60 parties de la règle 
prise à la température de la glace fondante, chaque partie étant, 
comme nous l'avons déjà dit, un aoo millième de cette règle. Toute- 
fois il faudrait diminuer cette longueur, du rayon de l'arête cylin-» 
drique du couteau de suspension (art. 409) , et la réduire au niveau 
de la mer par la seconde formule de l'art. 407 , afin de la rendre 
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comparable à d'autres mesures de pendules, observées en dififôrens 
lieux et réduites au même niveau. 

Mais la longueur précédente étant purement relative , il feu! enfin 
connaître son rapport avec la toise du Pérou ou avec le mètre. Par 
exemple , Borda a trouvé que le rapport de la règle ci-dessus à celle 
n** 1, employée à la mesure des bases de l'arc terrestre, est tel 
que les 60999,60 parties de la première, qui expriment la longueur 
du pendule à secondes, sont égales à 60998,83 parties de la règle n* j j 
. d'où il est facile de conclure que la longueur du pendule = 0,2649919 
de cette seconde règle , supposée à la température de la glace fon- 
dante. Ce savant géomètre s'est assuré en outre que la toise du 
Pérou, prise à la température de i5* de Réaumur, est à la longueur 
de la règle n* 1 soumise à la température de la glace fondante 
:: 100016,16 : aooooo. Partant, 

longueur du pendule à secondes de tems moyen 
= loo^S^ib ^ ^'^5^9919 = 440,6695 Ugnes. 

On trouvera un autre exemple de calcul très détaillé dans P^^- 
tronomie physique de M. Biot, tome III, page 17g, et relatif à 
l'appareil dont il s'est servi. 

4i 2. Les expériences que M.Kater a faites demièrementà Londres, 
pour déterminer la longueur du pendule à secondes, l'ont été avec 
l'appareil à double suspension, dont nous avons parlé à l'art. 4og. 
Cet appareil consistait principalement en une règle de cuivre, à la- 
quelle on avait adapté, vers une des extrémités et au-dessus du 
premier couteau, un gros poids de forme cylindrique ; en un second 
poids rectangulaire beaucoup plus petit, placé à quelque distance 
au-dessous du second couteau; enfin, en un troisième petit poids 
curseur, destiné à établir le synchronisme dans les deux situations 
du pendule. Le détail de ces belles expériences se trouve inséré dans 
les Transactions philosophiques A& 1818. 

4i5. Les expériences de fiorda, faites à l'Observatoire de Paris, 
ont donné pour la longueur du pendule simple 

a = (i",99384, loga = 9;9975ao4, 

en prenant pour untlé de tems la seconde sexagésimale ou la 864oo* 
partie du jour moyen. Dans la nouvelle division du tems, où la se- 
conde est la looooo"^ partie du jour moyen, on a 
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a ^ cr,74i9o4, loga s= 9,8705478. 

Pour coimaître ensuite Vintensîtc g de la pesanteur dans le lies 
même de rexpérience, mais dans le vide, on emploiera la formule 

ainsi à Paris l'on a, par rapport à l'ancienne division du tems^ 

g = 9-,8o89, logg' = 9,9916203 i 

et, par rapport à la nouvelle ^ 

g = 7* SaaS, lo^g =3 0,8646476. 

^application de la théorie précédente à la recherche de VaplOn 

tissement de la Terre. 

4i4. C'est par des expériences précises et des considérations 
analytiques semblables aux précédentes , que plusieurs savans onf 
déterminé les longueurs du pendule à secondes, en différens lieux' 
de la Terre. Voici les rapporter de ces longueurs, tels qu'on les trouve 
dans la Mécanique céleste , tome II, n* 4a : la longueur du pendule 
observée à Paris , par Bouguer, étant prise pour unité. 



LIEUX 

des 
obienradonf. 

Equateur 

Porto-Bello 

Pondichéry 

Jamaïque 

Petit-Goave 

Cap de Bonne-Espérance. 

Toulouse 

Vienne, en Autriche. . • . 

Paris 

Gotha 

Londres 

Arengsberg 

Pétersbourg 

Laponie 

Ponoi 

a. 



LATITUDSS. 



o«^oo 

10,61 

i3,a5 
ao^oo 

âo,5o 

48,44 

53,57 

54, a6 
56,63 
57, aa 

64,7a 
66,60 

74, aa 

74,53 



LOWGUEURi DU PB>OUIiB 

il lecondet oenttsiniiilet 
de ccms moyen. 




0.99669 

Oi 99689 
o,997>P 
0,99745 
o,99"7a"8 ^ 

0,99877 
0,99980 

0,99987 
1,00000 

1,00006 
1,00018 

1,00074 
1,00101 
i, 00187 
1,00148 



NOMS 

des 

•beectmietisi. 



Bonguer. 

Bouguer. 

Le Gentil. 

Canipell. 

Bouguer. 

La Caille. 

Darquier. 

Liesganig. 

Bouguer* 

Zach. 



Grisschow. 

Mallet. 
Àcadémicieni. 

Mallet. 



ai 



J 
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Toutes CCS mesures, qui sont réduites au ride et à la même 
tçmpéfature, peuvent être considérées comme ayant ^^ prises 
au niveau des mers; les neuf premières ont été trouvées par la 
méthode même que Bouguer a employée au Pérou. Toutes les autre» 
ont été conclues de la comparaison dea oscillations d'un pendule 
invariable. Quand bien même il y aurait quelqu'incertitude sur toutes^ 
Tuniformité de la méthode, comme Fobserve l'auteur de la JUéca^ 
nique céleste, doit donner, avec assez de précision , la loi de leur» 
variations, l'un des principaux objets à connaître. 

Afin de déterminer Tellipse la plua probable, qui, d'après l'en- 
semble de toutes ces mesures, représente la génératrice du sphéroïde 
terrestre, nous ferons usage de la méthode des moindres quarrés, 
déjà employée à l'art. 5jZ; et nous partirons de ce principe, savoif:^ 
que /a longueur du pendule croit depuis réquateur jusqu^au pôle, 
proportionnellement au quarré du sinus de la latitude; c'est en 
effet ce que l'on démontre par la théorie de l'attraction , lorsqu'on 
suppose la Terre un ellipsoïde de révolution. 

Cela posé, si l'on désigne par z la longueur du pendule à Péquateur 
et par^ sa variation jusqu'au pôle, sa longueur, sous la latitude JT", 
sera généralement représentée par z-^y dn^IT; si de plus, x^'\ 
x^*\ x^^\ . . . expriment les erreurs des observations , c'est-à-dire les 
jî fle r enc es entre les longueurs observées et celtes qtd résultent* 
de l'expression analytique z + y sin» H; enfin, si l'on met dan» 
cette expresMon, pour sin* H les valeurs relatives aux différent 
lieux désignés dans le tableau précédent, on aura les équations de 
condition suivantes : 

0,99669 — z — j'. 0,000000 = xf^'\ 
^199689 — z — 7-0,027619 = 5C^»\ 
o>997io — • z ~ 7.0,042696 = x^^\ 
o>99745 — z —7.0,095491 = ix^^\ 
9,99728 — z — 7.0,100168 = x^% 
0^99877 ~ z — 7.0,311419 = 5C<% 
0,99960 — z — 7. .0,476605 = x^'^ 
Oi99987 — 2 — 7.0,666960 = ^*>i 
.1,00000 7— z — 7.0,666716 = x^^\ 

1,06006 — z — ^7.0,603392 :t= X^'*\ 

1,00018 -^ Z — 7.0,612441 = X^''\ 
1,00074 — Z — 7.0,723.067 = ^'S 
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lyOoioi — z —y. 0,74909a = 0(^\% 
i,ooj37 — - z — j^. 0,8^4785 = x^'*\ 
i,ooi48 — z — j<. 0,848396 = 3C^^. 

L'équation do minimum, par rapport à z, s'obtiendra de ftuitë en 
égajant a zéro la sonme de toutes ces équations; ainsi l'on aura 

i4,9885go — z.i5 —j^. 6,556536 = o (1). 

Multipliant ensuite chacune de ces mêmes équations par le coeffi- 
cient de^ qu'elle renferme, il viendra 

0,03743543 — z. 0,037519 — j'. 0,0007573, 
0,04367318 — ;?. 0,043696 —j)^. 0,001 8339, 
0,09634760 — z .0,096491 — j i o,oogi 1 85 , 
0,09988667 — z.o,iooi58 — jj^.o,oioo5i6, 
0,51105696 — z.o,5ii4i9-— jf. 0,0969834, 
0,47636736 — z. 0,476606 —^^.0^3361060, 
0,66688773 — z.o,66696o — ^iOj5o909i5, 
0,66671600 — z. 0,666716 —^.0,5311670, 
0,60543830 — z. 0,603393 — j^.o,5ftï!o8i9, 

0,6136134 — *z.o,6is44i /;o,575o84o, 

0,73560207 — z. 0,733067 — j<.o,53ii®îï69, 
0,74984868 — z. 0,749093 — j^.o,66ii388, 
0,84694336 — z. 0,8447*5 — jK -0)7 1 36617, 
0,84966048 — z.o,"848395 —^.0,7196044. 

Et additionnant tous ces produits, on aura, pour Téquation dm 
minim,um par rapport à ^, 

6,55896863 — z.6,656536 —jK-4,a3i473i = o (2). 

Combinant celle-ci avec la précédente (i), pour aVoir les yaleun 
de j< et z, on trouvera 

y = 0,00549745, Z = 0,99683506. 

Il est démontré au n"" 54 de la Mécanique céleste, tome II, que 
Taplatissement de la Terre est égal à | du rapport de la force cen-- 
trifuge à la pesanteur, moins l'excès j^ de la longueur du pendule aâ 
pôle sur sa longueur z à l'équateur, divisé par celte dernière longueuf • 
Or, le rapport dont il s'agit étant rh 9 ^ s'ensuit que raplatissementii 
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cherche est^ en prenant le demi*petit axe de la Terre pour imite, 

A ss o,oo865 —^z=z o,oo3i35 = w-è—â* 

M. Mathieu , qui est parvenu à ce résultat, dans la Connaissance 
des TemS'à^ 1816, a feit en outre usage d'une méthode que M. La- 
place a donnée {Mécanique céleste, tome II, page ia8 et suivantes)^ 
pour déterminer la figure elliptique dans laquelle le plus grand écart 
des pendules mesurés est moindre que dans toute autre figure de 
même espèce. Par la méthode des moindres quarrés, on trouve, en 
mettant dans les quinze équations de condition ci-dessus, pour^ et Zy 
leurs yaleurs précédentes, ce système d'erreurs, 

Equateur «<•> = — 0^000098, 

Porto-Bello xf^^ = — o,oooo63, 

Pondichérjr ofi^ = H- o,oooo3i, 

Jamaïque x^^^ =a -f- 0,000076, 

Petit-Goave 9fi^ = — • 0,000069, 

Cap de Bonne-Espérance ... • jc^'^ = *f- 0,000174, 

Toulouse x^'^ = -f- 0,000047, 

Vienne ^ ^ » . . . . . ofi^ =5 — 0^000007, 

Paris 9fi^ = 4- o,oooo46. 

Gotha *^'*^ = — 0,000060, 

Londres ^"^ = — • 0,000008, 

Arengsberg. x^"^ = — o,oooo43, 

Pétersbourg x^'*^ = -f- o,oooo53, 

Laponie x^'^^ = — 0,000073, 

Ponoi x^'*> = — o,ooooo4. 



• 



Ces écarts, entre la théorie et les mesures du pendule décimal, 
sont, ainsi que l'observe M. Mathieu, tous renfermés dans les limites 
des erreurs des observations. L'expression de la longueur du peu*- 
dule à secondes décimales sera alors fort exactement 

0,996823 -f- 0,00549745 sin* H {e). 

. Si l'on multipliait cette expression par la longueur absolue do 
pendule k réquateur,on aurait sa longueur absolue dans tout autre 
lieu dont la latitude = H-, mais les expériences que Borda a faites a 
l'Observatoire de Paris, et qui ont^té confirmées par celles de plu- 



< 
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sieurs membres du Bureau des Longitudes, étant plus exactes qu'au- 
cune de celles rapportées dans le tableau précédent , il convient de 
les employer de préférence. Si donc t désigne la longueur absolue 
du pendule à l'équateur, et / sa longueur absolue à la latitude H de 
Paris, on aura 

l ^ss> T (0,996835 H- 0,00549745 sin' JST), 
d'où Pon tire 

Mais suivant Borda, /s=s o",74i9o4, et Ton sait que £r=s48*5o'i4''j 
par conséquent 

En multipliant l'expression {e) par ce Ëicteur, on aura, pour la lon- 
gueur absolue du pendule décimal dans un lieu quelconque, et ré-- 
duite au niveau des mers , c'est-à-dire du pendule simple faisant 
100006 oscillations dans un jour solaire moyen, 

o",739575a + o*,oo4o7873o sin' It. 

^ Dans un très beau mémoire sur la figure de la Terre (Connais^ 
sance des Tems de i8ai), M. Laplace montre comment on rend 
parfaitement comparables entre elles les longueurs observées du 

pendule, et Ëiit connaître quelques vérités géologiques très re- 
marquables. 

4i5. M. Mathieu a discuté avec beaucoup de soin les expériences 
du pendule, faites au commencement de ce siècle par les navigateurs 
espagnols, en différens points du globe; les conséquences qu'il tire, 
tant de celles-ci que des expériences précédentes , sont : 

' i*. Que l'aplatissement jtitj ^^^ trouve pour l'hémisphère aus- 
tral, est très voisin de celui qu'on attribue généralement à l'hémi- 
sphère boréal ; 

a^ Que si la difierence assez petite qui existe entre les divers 
aplatissemens, déduits des observations du pendule, semble indiquer 
une inégalité entre les deux hémisphères terrestres, du moins est-il 
vrai que ces deux hémisphères ne difiërent pas sensiblement l'un 
de l'autre. Voici quelques résultats extraits du Mémoire de cet astro^ 
nome distingué, et sur lesquels cette remarque est fondée. 
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NOMS 

de« 
liens. 



Formeutera. 



Fi^e^c. 



Bordeaux. . . . 
Clermonc . . . 

Paris 

Dankerquc . . 





BAUTEUa 


LÂTITtmU. 


au-<l««tiis 
du nircau 




de la mer.' 


38* 39' 56* 


aoo* 


44*36.45 


MO 


44*5o>35 





45.46.48 


406 


48.5o. 14 


80 


5i. a. -S 






LOVCUSUft 

Au pendule 



o"74'^^'^ 
O9 741 57308 

o,74i6i5i5 

o,j4*^^'*i 
0,^4191 167 

o, 74208649 



LOVGUEUR 

d« |)«ndqle 

au lÛTeaa 

de la mer. 



NOMS 
des 



ira» 



o,74i35a7 
o,74i6a43 
o,74*6i5i 
0,7417157 
O) 7419303 
o,743u865 



Biot»Araso, OnyoL 
Biot, Mathieu. 
Biot, Matfiieit. 
Biot.Mathfea. 
Bioi, Bouvard, MAthico. 
Bioc, Mathieu. 



IV 



Lorsqu'on applique à ces dernières expériences la méthode des 
moindres quarrés, on trouve que i'etlipse qui y satis&it le mieux a 
pour aplatissement ^99—^ ce q^î s'écarte un peu du résultat pré- 
cédenti et de Taplatissement j^ iléduit de la théorie des inégalités 
de la Lune. Celui-ci parait le plus probable de tous , parce qu'il est 
indépendant des irrégularités de la surface de la Terre; irrégularités, 
dit IVL Laplace , qui disparaissent à la distance de la Lune, mais qui 
commencent à se faire sentir dans la mesure du pendule, et deviennent 
très sensibles dans la mesure des degrés. 

Quant h l'expression générale de la longueur absolue du pendulei 
doxmée par l'ensemble de ces expériences, elle est 

o",7397oai343 + o*,oo59 1 80769 sin*Jff. 

4i6. Les résultats que M. Mathieu a déduits des expériences Élites 
dans les circonstances les plus propres à nous éclairer sur la véri- 
table figure de la Terre , ou sur la variation de la pesanteur à sa 
surface, sont renfermés dans le tableau suivant: 



simtPBàn. 



Boréal. 
Austral. 
Doréal-aiistràl. 
Boréal. 



HOMtaB 

cxpencDCca. 



9 

7 
16 

i5 



APLÂTISf. 



I 
Si t • 6 

Trfn 

TÏTTT» 



LOHGUEVa AASOI.UB 

du 
pendule dectnal. 



©"739574 + O"*oo4ioq7tîn*i5f 
0,7396^3 4" o, 00403^9 8Î11' H 
0,739574 + 0)Oo4iioo«in*£r 



Moyenne par toute» le6 expériences, 0*^7 39686 -)" o"oo4o8o6Mn*£r 
Par les a4d«l'bémisphère boréal» 0,739576 + 0,004094a sia^ff 
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Les expériences de ce genre , que M. Biot a faites tont récemment 
aux îles Schetland, et celles que M. Frescinet doi( efifectuer sur diP-. 
férens points des deux hémisphères , pourront apporter de légers 
changemens aux résultats précédens; mais il est déjà certain que 
l'aplatissement général du globe, déterminé de la sorte , est renfermé 
dans des limites très resserrées, et que l'expression 

©•,990787 -f- o*,oo5598a sin* H 

de la longueur du pendule à secondes sexagésimales , déduite de la 
discussion de toutes les observations connues jusqu'à présent, difiEere 
extrêmement peu de la vérité. 

Le pendule dans l^tat de repos, donne exactement la direction 
de la pesanteur; cependant il s'écarte un peu de la ligne verticale 
dans le voisinage des hautes montagnes, par l'effet de leur attrac- 
tion 9 ainsi que Bouguer l'a observé près du Chimboraço. Ce célèbre 
géomètre .a donné aussi le moyen d'évaluer l'angle de déviation , 
et de conclure par suite le rapport de la force attractive des mon- 
tagnes à celles de la Terre entière ( Figure de la Terre, p, 364) ;, 
mais les observations les plus exactes de ce genre , sont celles que 
MaskeUne fit en Ecosse, l'année 1774. La longueur du pendule à 
secondes qui oscille dans un même lieu, étant in variable et pouvant 
être retrouvée dans tous les tems, plusieurs savans avaient pro- 
posé de prendre pour unité fondamentale de notre nouveau système 
des poids et mesures , la longueur dû pendule simple , correspond 
dante au 5o* grade de latitude, et réduite au niveau des mers; 
néanmoins des raisons puissantes ont fait adopter le mètre. ( Voy. 
te Discours préliminaire de la BcLse du système métrique décimal). 
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CHAPITRE V. 

Détermination des hauteure^par les mesures harométriques. 

417. X OUT le monde sait que la longueur de la colonne de mercure 
du baromètre dépend du poids de Tair, et qu'elle diminue à mesure 
qu'on s'élève dans l'atmosphère ; il existe donc une relation entre 
la hauteur du baromètre et celle parcourue dans le sens de la 
verticale. De toutes les formules données par plusieurs physiciens 
célèbres ^ pour déterminer les di£fêrences de niyeau par les seules 
observations barométriques et thermométriques , il n'en est aucune 
qui procure, dans ses applications, autant d'exactitude que celle de 
M. Laplacc; parce que cet illustre géomètre a su l'établir pour tous 
les lieux de la Terre et toutes les hauteurs au-dessus de la mer. 

Description du baromètre , et circonstances les plus favorahles 

aux observations. 

. Le baromètre dont on se sert ordinairement en voyage est celui 
de Fortin. Il est composé d'un tube de verre enfermé en grande 
partie dans un tube de cuivre servant à le protéger. L'extrémité 
inférieure du tube de verre communique au mercure contenu dans 
une cuvette dont le fond, qui est mobile à volonté, se meut à l'aide 
d'une vis, lorsqu'on veut amener la surface du mercure à un niveau 
fixe, marqué par le zéro de l'échelle. Ce niveau se trouve précisé- 
ment à l'extrémité d'une petite pointe d'ivoire attachée à l'enveloppe 
de la cuvette et disposée verticalement. 

Un petit thermomôlre à mercure, d'une très grande sensibilité, est 
enchâssé dans la monture du baromètre, et est destiné à faire 
connaître la température de la colonne barométrique. Un anneau 
curseur embrasse la monture et est muni d'un vernier, au moyen 
duquel on apprécie les dixièmes de millimètre , ou des plus petites 
divisions de l'échelle tracées sur le tube. L'anneau dont il s'agit 
entraine en outre deux petits plans de cuivre parallèles entre eixXp 
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et dont les arêtes inférieures sont exactement perpendiculaires à 
Taxe du tube. 

Le baromètre se Auspend à mi pied à trois branches, qui étant 
réunies lui servent d'étui. Lorsqu'il se trouve ainsi dans une situation 
verticale , on Sait monter la anr&ce du mercure contenu dans la 
cuvette, jusqu'à ce qu'elle soit parfaitement en contact avec la points 
d'ivoire; et c'est ce qui a lieu quand cette pointe et son image réflé- 
chie paraissent en juxta-position. 

Pour mesurer ensuite la hauteur de la colonne de mercure , on fait 
mouvoir le vemier jusqu'à ce que les arêtes des deux petits plans 
de mire dontnous avons parlé soient exactement tangentes à la con- 
vexité supérieure de cette colonne : alors le nombre marqué par 
l'index du vemier est la hauteur qu'on voulait connaître. Si l'on 
élevait le baromètre à io",5 au-dessus de sa première position, la 
colonne de mercure diminuerait d'un millimètre environ; il est donc 
indispensable de Êiire usage d'un bon vemier, et de prendre beau- 
coup de précaution p#ur rendre les erreurs de lecture aussi petites 
qu'il est possible. 

Le thermomètre du baromètre ne bisant connaître exactement 
que la température du mercure, on mesure celle de l'air avec un 
thermomètre libre ou sans monture, dont les divisions sont tracées 
sur le tube même. On l'attache à la hauteur de deux mètres environ ^ 
à un bâton fiché en terre, et incliné de manière que son ombre se 
projette sur le tube; par ce moyen, l'instrument est préservé de la 
chaleur directe des rayons du Soleil, et l'air circulant autour de lui 
l'amène bientôt à sa température. 

Avant de remettre le baromètre dans son étui, on a soin de Ëdre 
monter le mercure à peu de distance du sommet du tube, à l'aide de 
la vis du fond de la cuvette, afin d'éviter un trop grand choc de la part 
du mercure, qui, sans cela, se précipiterait avec rapidité dans cette 
partie vide, quand on renverserait le baromètre, et qui pourrait occa- 
sionner une rupture oulaisser introduire de l'air le long delà colonne. 

Deluc avait adopté exclusivement les baromètres à tube recourbé 
ou à siphon. Dans ceux-ci, la hauteur du mercure est mesurée par 
la distance verticale du niveau inférieur au niveau supérieur de la 
colonne métallique. Quand l'échelle est fixe, le zéro est placé entre 
ces deux niveaux , et les divisions sont numérotées symétriquement 
et dans le même ordre de part et d'autre de ce point; d'où il suit 
2. 44 
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éyidemment que la hauteur de la colonne est égale à la somme de» 
deux hauteurs partielles observées. 

Le baromètre à siphon, modifié par M. Gay-Lussac, jouit de plur 
aîeurs avantages dont les naturalistes peuvent tiner un grand parti 
dans leurs voyages (voyez la description que AL Biot en a donnée 
dans son Traité de Physique^ tome I, page gs). 

Il est essentiel de Êiire des observations correspondantes et simnl* 
tanées de quart d'heure en quart d'heure, lorsqu'on veut déterminer, 
avec toute l'exactitude que comportent les instnimens , la diflfêrence 
de niveau de deux stations; mais avant tout, il faut comparer \e&^ 
baromètres et les thermomètres dont on doit faire usage, et tenir 
note des petites diffîrences qu'ils peuvent présenter, afin d'y avoir 
égard duns les calculs. 

M. Rumond, qui a singulièrement contribué au perfectionnement 
delà méthode barométrique, par les nombreuses et utiles applications 
qu'il en a faites, indique le milieu du )our comme l'époque la plus 
favorable à l'observation , sur- tout si [atmosphère est calme , et si 
le baromètre et le thermomètre, placés à l'ombre, à l'abri de toute 
cause accidentelle de chaleur, restent long* tems stationnaires. 

On remarque toutefois dans les hauteurs du baromètre, observées 
constamment au même lieu, des irrégularités de deux espèces; les 
unes font accidentelles et ne paraissent soumises à aucune loi fixe; 
les autres sont périodiques et régulières. M. Ramond a remarqué 
qu'en France les oscillations du baromètre ont alternativement une 
durée de 5 heures et de 7 heures. Par exemple , le matin , le baromètre 
monte de 4 heures à 9 heures; ensuite il descend jusque vers 
4 heures du soir; puis il remonte pendant 5 heures, après quoi il 
redescend jusque vers 4 heures du matin. « Cette marche , dit M. Biot 
3) {Truite de Physique)^ est souvent dérangée dans nos climats 
:f> ci'£urope, où l'état de l'atmosphère est si variable; mais sous les 
y> tropiques, où les causes qui agissent sur l'atmosphère sont plus 
7> constantes, la période l'est aussi, et à un tel degré que, suivant 
» M. de Humboldt, Ton parviendrait presque à prédire l'heure à 
3> chaque instant du jour et de la nuit, d'après la seule observation 
7è de la hauteur du baromètre; et ce qui est extrêmement remar- 
» quable, comme l'a également constaté le même voyageur, c'est 
}» qu'aucune circonstance atmosphérique, ni la pluie, ni le beau tems, 
» ni le vent, ni les tempêtes^ n'allèrent la parfaite régularité de cette 
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51 Ctôcîllation, qui se maintient la même en tout tems et dans toutes 
» les saisons. > 

Après ces notions sur l'emploi des instrumens , démontrons la 
formule barométrique de l'auteur de la Mécanique céleste. 

Démonstration de la formule barométrique de M* Laplace. 

4i8. L'atmosphère peut êti:e considérée comme composée de^ 
couches d'air infiniment minces qui décroissent de bas en haut par 
des nuances insensibles. Afin de découvrir plus aisément la loi de ce 
décroissement,nous supposerons la densité de l'air constante dans 
toute l'épaisseur d'une même couche. 

G)n8idérons une colonne verticale d'air à ia température de la 
^aoe fondante, et une nwlécule d'une densité ss Dy située à une 
distance a -f- 2 du centre de la Terre, a étant la distance du même 
centre à la station inférieure de l'observateur. Nommons ^la pesan- 
teur, et p la pression de Tatmosphère dans le lieu de la molécule, 
exercée sur l'unité de sur&ce. On aura, pour la condition de l'équi- 
libre dans le baromètre, et à cause quep diminue quand £ augmente^ 

dp :=i^^ gDdz. 

* 

En effet, le poids d'une substance est égal à sa masse multipliée 

par la gravité, et la masse est égale à la densité multipliée par le 

volume.. 

La pression p varie proportionnellement à la densité i7 de la 

molécule, multipliée par sa chaleur que nous désignerons par/, / 

exprimant, dans Thypothése actuelle, la température de la glace; 

ainsi l'on a 

p = KDli 

K étant un coefficient constant donné par l'expérience. 
Divisant ces deux équations Pane par fautre, il vient ' 

et intégrant, l'on a 

/^^ = - icy^ -^^ = - JC log.p H- Q. 
La constante Q se détermine en faisant z 5=03 et conmie, à cette 
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origine, la pression de l'atmosphère estp'f il s'ensuit qot 

Q=:iS:log.//} 
partant) 

y>^s=jr(iogy--iog.i>) — A-log.^ (i). 

L'intensité de la pesanteur étant réciproque au quarré des dî« 
stances, si l'on désigne par ^ la pesanteur à la station inférieure ^ 
on aura, à fort peu prés, 

et si l'on fait z' = z m — ^\ d'où dzf = <fe ^i — ^) , le premier 

membre de Téquaiion (i) deviendra, en y substituant d'ailleurs 
pour ^ sa valeur précédente, 

fi ^ = ^./rfx- = f z-. 
De la, et prenant le logarithme tabulaire ou de Briggs, 

jlf := 0,4343945 étant le module. 

Kl 
Ou voit, par cette formule, que -^^ est un coefficient constant 

répondant à la température de la glace. On peut lui donner une forme 
dépendante du rapport entre les densités de l'air et du mercure, qui 
ont lieu à Torigine des z , où la pesanteur est ff' et la densité de l'air 
«s D'. £n effet , on a , par ce qui précède , 

p' = Kjyi. 

D'un autre côté , si à ce point A' exprime la densité du mercure au 
même degré de température et lorsque la hauteur du baromètre 
est hf^\ l'équilibre entre la pression de l'air et le poids du mercure, 
rapporté à l'unité de surface , e^t 

p' = /A'A«î 

ainsi /sss ^^^, , et la formule (3; devient, en y mettant d'ailleurs 
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pour «' sa valewp « (i — 2)» 

z = ^4logf(. + i)=CIogf(.+i) (a). 

La colonne d'air comprise entre les deux baromètres vient d'être 
supposée à la température de la glace; mais quelle que soit la loi du 
décroissement de la chaleur dans Tatmosphère, il suffira, pour tenir 
compte du changement de température, de la considérer comme 
constante et égale à la température moyenne entre les deux ex- 
trêmes. Cela posé , puisque le volume d'une masse d'air déterminée 
s'accroît environ de 7^ par chaque degré du thermomètre centi- 
grade {^)y la valeur ci-dessus de z, pour convenir à la température 

moyenne-—-, t tl t étant les températures de l'air aux stations 

supérieure et inférieure indiquées par les thermomètres libres, devra 

être multipliée parle Ëicteur 1 H"iiô«'^--^==3^"l"' .En effet, 

% augmente dans le même rapport que la densité de Tair diminue; 
et comme, à masses égales, le rapport des densités est inverse de 

celui des volumes, on a zy = i7' (i + xj^ r^y ^' ^^^°' ^ ^^^* 
site de l'air à la température moyenne dont il s'agit; donc 

A la même température et à la même force accélératrice de la 
pesanteur, les pressions p^ p' sont proportionnelles aux hauteurs 
correspondantes A, h' des baromètres. On devrait donc écrire 

h' v' 

log r- à la place de log ^ ; mais il faut avoir égard à la condensation 

du mercure qui a dû s'opérer dans la station la plus froide, et où 
la colonne de ce fluide métallique a dû paraître un peu plus courte 
que si on l'avait observée dans une station inférieure sous la même 
pression; il faut en outre fèiire entrer en considération la variation 
de la pesanteur dans le sens de la verticale. D'abord on sait que le 

(*) Cet accroissement est plus exactement de 0,00375 , lorsque Tair est par- 
faitement sec ; mais M. Laplace observe que l'on tient compte, tu partie^ deTétat 
hygrométrique de Fair, en le portant à o^oo^* 



36o TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

mercure se condense de j^jz P^r chaque degrc du thermomètre- 
centigrade; ainsi, sa densité J^ correspondante à la température T'' 

(y -^» 'T'\ 

pérature T observée à la station la plus haute; on a donc 
p' « /:^A' et ^ =: <f^(i + 2^^ = JV^. 

On remarquera ensuite qu'à cause de^ = ^^\^' s: ^i 4- -Y, 
on a 

P g u — aV^aJ* 
et . 

log ^= log ^4- alog(i -t- î); 

niaislog(i + ^) = ilf {^— ~H-...}; et puisque ^estunetrès 
petite fraction, on a à fort peu près, pour son logarithme tabulaire , 

ïog (» + 1) = ^= î'0>454a945,- 
par conséquent 

log^ = log ^ + 5.868689, 

et la formule (b) de?ient 

^ = C(i + î^^) {(x + î) log I + î.o,868589} W- 

Il reste àfeîre connaître le changement que le coeflScientC= jjg'jp* 

supposé déterminé pour un lieu dont la hauteur au-dessus de la mer 
est r. On remarquera d'abord que, comme il est réciproque à la 
densité de l'aie ou à la pesanteur, on a en désignant par (C) ce qu'il 
devient au niveau de la mer, et par (^) la gravité à ce niveau, 



iL=:Ç£> 



«• 



d'où, à très peu près, 

C=(C)(i + ^> 

Mais le coefficient (C) étant donne dans un Heu dont la latitude 



l 
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est 4 > il doit encore varier sous uœ autre latitude. Or, la pesanteur 
diminuant à mesure que Ton s'approche de Péquateur, et cette dimi- 
nution étant indiquée par le raccourcissement du pendule à secondes, 
il est clair que la correction actuelle dépend de reflet de cette cause. 
De plus, comme les longueurs du pendule à secondes sont propor-* 
tionnelles aux pesanteurs, on a * 

g" ~ ^^ ' 

(?<) et X" étant les longueurs que doit avoir ce pendule au point de la 
Terre où les pesanteurs sonlrespectivement (g) et^^ Mais en général 

(A) = o",739586 4* o"',oo4o8o6 sîn* 4 ; 

donc, si Ton veut ramener le coefficient a la latitude de 5o', et que 
g" y exprime l'intensité de la pesanteur, on aura 

x" 0,739686 + OyCx>ao4o5 i . 

(a) ■"" 0,739586 -4- o^oo4o8o<>sin'4^ ""^ i — o^ooay&i ces fl>^' 

et de là 

(Sf) = ^' (1 — 0,0028 cos a4) = ^' (1 — /3 cos a^/). 

Soit maintenant C" ce que devient sous le parallèle du 5o*^ grade, 
et au niveau des mers, le coefficient (C); on aura évidemment 

^^^ = ^^ = i — /S cos 24, ou (C) =5 C" (1 4-/3 cos 2^), 

par suite 

C=C"(H-/3co8a4)(i + i') = ?g.i (rf)j 
enfin 

X = c (. + 18 0.,,+) (. + ï)(. + 3%-^) 

X {(1+ Î)l08|+ î.o,8686«9} («> 

Deux méthodes conduisent à la valeur numérique du coeffi- 
cient C. La première consiste à niveler la hauteur comprise entre 
les deux stations, ou a la déterminer trigonomélriquement par 
l'un des procédés exposés au chapitre XX du livre troisième, et à 
prendre pour inconnue dans l'équation Çd^ ce même coefficient»; 
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Cette méthode a été employée avec beaucoup de succès par 
M. Ramond, et il résulte d'un graod nombre d'obsenrations baromé- 
triques de ce savant naturaliste, faites dans les tems les plus Ëivorables 
et sur plusieurs montagnes des Pyrénées dont les hauteurs sont 
bien connues, que C = iiB536*. La seconde méthode, qui est plus 
directe , consiste à déduire ce dernier coefficient du rapport même 
des densités du mercure et de Pair. Or, suivant un résultat d'expé* 
riences très précises feites à Paris , par MM. Biot et Arago , le rapport 

^= io463,o, l'air parfaitement sec étant à zéro de température, et 

la pression de l'atmosphère étant équivalente à o",76 {Mémoires 
de la classe des Sciences mathématiques et physiques de r Ins- 
titut, premier semestre de 1806, page 585). Chi a d'ailleurs 
AC») = 0^,76, 4 = 64',26358, r 3= 60^, a = 6566198" ; ainsi la 
«ubstilution de ces valeurs, dans la relation ((/), donne 

Les expériences immédiates qui conduisent à cette valeur, confirment 
donc le coefficient de M. Ramond, que l'on doit par conséquent 
regarder conime un résultat définitif. 

Enfin Ton pourra supposer, sans erreur sensible, rr=o, a=6566i98*, 
et employer pour valeur de z dans le second membre de la formulc^^), 
celle que l'on obtient en faisant z=o dans ce même membre. D'après 
toutes ces considérations, Ton aura, pour la di£fêrence de niveau des 
deux stations, 

«;:^i8556-(i + o,oo275icos24).(i+?^J^) . 

Telle est la formule que M. Laplace a publiée dans le livre X delà 
Mécanique céleste. Quoique l'hypothèse que nous avons feile d'une 
tepipérature constante entre les deux stations ne soit pas rigoureu- 
sement exacte , l'on ne doit former aucun doute sur la précision 
dont il est possible d'approcher, lorsque les élémens variables de 
cette formule sont recueillis au milieu d'un air tranquille, et avec 
lotts les soins qu'exige ce genre d'obseryations. 
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Pour en rendre Papplication un peu plus simple , on fait abstrac- 
tion de la variation de la pesanteur en latitude et dans le sens de 
la verticale; mais afin de nuire le moins possible à l'exactitude du 
résultat, on emploie, au lieu du coefficient constant i8356", le 
coefficient iSSgS-, ainsi que M. Ramond Ta fidl lui-même : de cette 
manière, on a simplement 

t étant la température de Tair dans la station ) 

supérieure; / Thermomètres 

f la température de Pair dans la station înfé- ( libres. 



neure; 



T la température du mercure du baromètre ] 

dans la station supérieure ; * / Thermomètres 

T'ià température du mercure du baromètre | des baromètres, 
dans la station inférieure ; J 

h la bauteur du baromètre dans la station supérieure ; h' la hauteur 
du baromètre dans la station inférieure. 

On possède plusieurs tables qui facilitent singulièrement l'évaluation 
des termes de la formule rigoureuse que nous venons de démontrer: 
telles sont celles de MM. Biot, Lindenau et OItmanns. Ces dernières 
sont extrêmement simples et commodes ; on en peut voir l'usage 
dans V Annuaire du Bureau des Longitudes. A dé&ut de ces Tables, 
on procédera ainsi qu'il suit. 

Type du calcul de la formule barométrique. 

4ig. Parmi les nombreuses observations barométriques de M. de 
Humboldt, nous choisirons celles qui lui ont fait connaître la hau- 
teur du Chimbaraço, au-dessus dé la mer Pacifique. 



Lieux des stations. 



Hauteur 
du barom. 



Sommet du Chimbaraço. a 67,»'^ 
Niveau de la mer du Sud. 337,7 



Thermom. [Thermom. 
dubaroiu. I libre. 



H- lo^o 
H- «5,3 I 



— 1^ 
+ a5,3 



Latitude. 



i«45' 



45 
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De là T xz + 10^,0 i ta — l'.e 

r =z + 25,3 f = s>5,5 

difierence 2^ — T = x5^ Somme ^4- «' = 25 ,7" 

- baromètre inférieur h' =^ SS?'?, log s^SâSSSii 

baromètre supérieur A = 167,2, log 2,2232363 

655o + (r—T)=z 5565,3, log 3,7454886 

compL log 55 5o (log. constant). . . 6,2557070 

2,2244319. • • 2,22443i9 

Difierence des logarithmes . • • o,3o4o9gsr. 

Correction pour la température de l'air. 

Diflerence des logarithmes 0,3040993 , iog9,483oi5fl 

^ ^ ^ = — "^-i-i 5= i,o474, log 0,0201126 

1000 1000 ' / 7 o J 

coefficient i8336 (log . constant) 4,2633o46 

Somme des logarithmes ^r • • 3,76643s4. • . • 584o'*,2 » 

Correction pour la latitude. 

Somme des logarithmes 3,76643 

log.cos 3^3o' == 2 fois latitude. • . • 9,99919 
log du nombre constant 0,002751 . . 7,43949 

i,2o5ii ^-f" 16 ,a 

Hauteur approchée 5856'",2 . 

Correction pour la diminution de la pesanteur dans le sens de 

la verticale. 

Hauteur approchée, log 6,76760 

dififêrence des logarithmes. • 0,304099 
nombre constant. • . 0,868589 

1,172688 log 0,06918 
compl. log 6566198 (log. constant) 3,19612 
hauteur approchée, log 3,76763 

o,8oo53 
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ci-dessus '. o,8oo55 

log. de la difTéreiice des logarith. à soustraire 9,48îo5 

i,5i75o... +^*8 

hauteur approchée 6856, a 

Hauteur absolue du Chimboraço 6877, o/ 

Dernières remarques sur les mesures haromé triques. 

4sio. Dans un Mémoire très intéressant sur les mesures baromé- 
triques, M. de Prony a donné une formule qui dispense de l'usage 
des logarithmes, et de laquelle il déduit cette conséquence digne 
d'attention : ce qu'un baromètre ou deux baromètres comparables 
» peuvent indiquer des hauteurs de t)olonnes de mercure très fau- 
» tives, qui pécheraient, par exemple, de deux ou trois millimètres 
)) par excès ou par dé£iut, sans cesser pour cela d'être propres à la 
» mesure des différences de niveau qui n'excèdent pas 1000 mètres, 
y> si l'on fait des observations Contemporaines aux stations supérieure 
» et inférieure j et les comparaisons des mesures barométriques avec 
» les mesures effectives fournissent les corrections à faire aux for- 
-» mules, tout aussi bien que si les baromètres n'offraient aucune 
» anomalie, principalement lorsque les vices des baromètres ne 
» tiennent pas au défaut de vide dans les tubes {Connaissance des 
» Tems de 1816, page 5ia). » 

Les corrections dont parle M. de Prony sont relatives au coefficient 
barométrique i8336, qui, selon l'opinion de quelques observateurs^ 
devrait être modifié quand on applique la formule aux petites hau- 
teurs. Il est certain néanmoins que cette formule et son coefficient 
procurent, dans ce cas même, des différences de niveau à peu près 
aussi exactes que celles qui se déduisent d opérations trigonomé- 
triques^ lorsque, pendant Tabsence du Soleil et par un tems calme, 
on opère avec de bons baromètres placés sur des points isolés et 
élevés au-dessus des plaines, et qu'aucune cause ne trouble la régu* 
larité du décroissement de la densité des couches d'air. 

Pour rendre les observations barométriques parfaitement compa- 
rables, il est nécessaire d'avoir égard à la dépression du mercure 
dans les tubes étroits; dépression qui résulte d'une cause physique 
que nous ne pouvons expliquer ici. Nous nous bornerons à dire 
qu'elle est due à l'action réciproque de l'eau et du mercure; car quel- 
que soin que l'on mette pour dessécher l'intérieur d'un tube, par 
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rébuUition da meremre qu'il renferme, il reste presque touj<nirs asses 
de parties aqueuses le long des parois du verre pour que ractiQn- de 
cette substance soit insensible sur le mercure. 

On doit à M. Laplace une formule pour corriger de Tefiet capillaire 
les hauteurs du baromètre. Il résulte de sa savante théorie, que cet 
effet devient d'autant plus sensible dans les baromètres à cuvette, 
que le tube de ces baromètres est plus étroit , et que par conséquent 
la hauteur barométrique, qui doit être comptée depuis le niveau 
inférieur jusqu'au sommet du ménisque ou de la convexité terminale, 
est toujours moindre que la hauteur qui aurait lieu si le tube perdait 
sa propriété capillaire. Dans la première édition de cet Ouvrage , 
j'avais donné une table des dépressions du mercure , dressée d'après 
les expériences de Cavendish ; mais voici celle que M. Laplace a 
calculée depuis , par une méthode fort exacte. 

Table des dépressions du mercure dans le baromètre, dues à sa 

capillarité. 

Diamètre intérieur des tubes , Dépressions » 

en millimètres. en millimètrrs. 

a ^iâ^99 

[•- * 3 a,9oa5 

4 a,o388 

6 i,5o55 

6 i,i48a 

7 o,88i5 

8 o,685i 

9 ....: o,5554 

10 • • . . . o,4aoi 

11 o,55o6 

la o,a6oa 

i3^ o,ao47 

i4 Oji597 

i5 o,ia45 

i6 Û7O970 

17 0,0754 

18 o,o586 

19 o,o43o 

ao o,o35^. 
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Les nombres pris dans cette table s'ajoutent aux hauteurs ôbseryéee. 
En faisant des observations pendant long-tems dans un même 
lieu, on j obtient la hauteur moyenne du baromètre et la tempé- 
rature moyenne de l'atmosphère, deux étémens propres à faire 
connaître la hauteur absolue de ce lieu , en partant de ce résultat de 
M. Schuckburg, qu'au niveau de l'Océan, la hauteur moyenne du 
baromètre est de o",76a9 et la température moyenne X2%8 du 
thermomètre centigrade. C'est ainsi qu'à défaut de mesures trigo-* 
nométriques l'on opère, pour déterminer la hauteur d'une base 
mesurée au-dessus de la mer, et qu'on veut réduire à ce niveau 
(art. i44). 

Applications du baromètre et du thermomètre aux mesures 

trigonomètri^jjLes. 

421. Les formules données dans la première partie de cet Ouvragé, 
pour déterminer la difierence de niveau de deux points par les opé- 
rations trigonométriques, supposent que la réfraction est la même 
aux deux stations, lorsque la trajectoire lumineuse rase la surface 
de la Terre et qu'elle a peu d'étendue. Mais à la rigueur, elles ne 
seraient plus applicables aux montagnes très élevées, qu'on pourrait 
observer non loin de leur base, ou du sommet desquelles on aper- 
cevrait l'horizon de la mer. C'est sans doute ce qui a engagé l'illustre 
auteur de la Mécanique céleste à proposer pour cet objet une mé- 
thode plus conforme au phénomène de la réfraction, en partant de 
ce Élit digne de remarque, qu'à des hauteurs apparentes un peu 
grandes la valeur de la réfraction terrestre , comme celle de la ré- 
fraction astronomique , est indépendante de toute hypothèse sur la 
constitution de l'atmosphère. u 

Soit % la hauteur cherchée au-dessus du niveau de l'observateur, 
et calculée sans avoir égard à la réfraction, c'est-à-dire par la 
formule 

z = ^cot(cr— iC); 

K étant, au niveau de la mer, l'arc de grand cercle compris entre 
les verticales des stations inférieure et supérieure, faisant TangleC 
(art. 330). Si l'on désigne par cT la distance zénitale apparente sup- 
posée moindre que 88^ , et par Az la correction due à la réfraction , 
•n aura {Mécanique céleste, tome {Y , page a8o) hauteur vraie 
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s= « — A^, et 



A2 






/i« et A'o étant les hauteurs des baromètres aux stations supérieure 
et inférieure y le mercure y étant réduit à zéro de température. Si 
donc dbtydbtf sont les températures du mercure aux mêmes sta- 
tions; et que h^ h' soient les hauteurs observées des baromètres, 
on aura 

h = * et h' = f!- 

555o 555o 

en prenant le signe supérieur lorsque la température est au-dessus 
de zéro, et le signe inférieur dans le cas contraire. 

Le plus souvent on ne pourra se procurer h ; alors on négligiera le 
second terme de la correction (A) qui est d'ailleurs fort petit j c'est- 
à-dire qu'on n'aura égard qu'à la hauteur du baromètre et du ther^ 
momètre à la station la plus basse. Ainsi, on aura simplement 






o,oooa<)387f)./^^ g 

o- ,76(1+0,003750(1+555^) 

résultat qu'il est facile d'obtenir par les principes que nous ayons 
exposés. 

Si la station a Heu au sonmiet de la montagne, et que delà l'hori- 
zon de la mer soit yisible, on aura, en désignant par l'angle de 
dépression apparente de l'horizon de la mer, par N la hauteur 
absolue de la station, enfin par / le rayon mojen de la Terre, 



•"« ' = v^,\r^^-^^H^^^^^I^S^ 



555o 




h étant, comme ci-dessus, la hauteur métrique du baromètre , et t 
celle du thermomètre centigrade, au sommet de la montagne; de plus, 
a étant égal à 0,000290876 (art. 248). Mais, à cause de fl=€r — loo', 
J" étant la distance zcnitale observée, on tirera de la formule pré* 
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cédente 

•^ (.+«,«oïr5«(.+^) 

On se rappellera qu'il faut changer le signe ^et lorsque la tempé- 
rature est au-dessous de zéro; et si l'on voulait avoir égard aux 

considérations de l'art. 4i7 , il faudrait écrire ggg- ^^ lîeu de ggg- ; 

mais la difierence entre la température de l'air ambiant et celle du 
mercure est souvent assez petite pour qu'il soit permis d'en faire 
abstraction dans celte circonstance. 

TABLEAU 

Des diverses valeurs numériques employées en Astronomie. 

Log. de a4 heures oa de 86400'' ^i^Z^biZj. 

Jour sidéral = 0^,997269673 = a3* 56' 4*>09 tems moyen. 

Jour solaire moyen = 1/^002737909722 = 24^ 3' 56%5554 tems sidéral. 

Accélération diurne des étoiles , Z' 55'>9093. 

Mouvement propre du Soleil dans . un jour moyen ^ 69' 8'>33. 

Année tropique .... 365^ 5* 48' 52*. 

Année sidérale 365 .6 . 9 . 12. 

Année anomalistique 365 . 6 . 1 3 • 58,8. 

Excentricité de l*orbe terrestre , en partie du demi-grand axe = 0,0168. 

Constante de la réfraction astronomique, 

en partie du rayon = 0,000293876 , 
en secondes = 6o'',6i6. 

Pré^ession luni-solatre , annuelle à partir de Tan 1800, 

= 5o',2753i — t. 0*^00024358. 
Précession générale annuelle, 

:= 5o',iii48 «4* /. 0*0002443. 
Monyement annuel et direct du point équinoxial en ascension droite > 

== o*,i7854— t.o*,ooo53i9. 
Changement d'obliquité de l'équateur sur Técliptique fixt^ 

= -f- ^ 0^00000^84^» 
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Changement d'obliquité de Téquateur sur Fécliptique mobile « 

=5 — t.o^5ai4a7 — «•.o,oooooa7a3. 
Obliquité apparente pour un jour n de Tannée ^ 

• — ^i^^ + o%4545 COI aO + 9',648 co« N, 

m étant Tobllquîté moyenne au i*' Janvier. 

Constantes de la précision en ascension droite et en déclinaison^ 

m= 45^,9501 + t.o',00030847, 
n = ao ,0346 — i • o ,000096933. 

La Terre y dans sa vitesse moyenne , parcourt un arc de ao%a5 enS^iS^^a*. 
Coefficient baroiaétriqne» i8336» lo^. 4j^633o4&, 




TooLlL 



TABLE L 

ASCENSIONS DROITES MOYENNES DU SOLEIL EN TEMS, 

Pont tons les jours de l'aonéei pour servir à la conversion du tems sidéral en t 
solaire moyen, et vice versa. 



.8*36' i^'oS 
18 in 4o,59 

<9h}-.,i 
18 4» 33,70 

18 53 3Q,aC 



19 H a, 70 
iq 17 Sq,a5 
,9 3i 5S;8i 



4a 5^,R( 
46 So, V< 






I ai m,; 

1 aU i5,! 



aa 49 3,58 
aa Si f.,i3 
aa 56 m Ai 
a3 o 5S,a4 
a3 4 49,80 



i^aff 3<."57 
i^ ao,a4 



t» 5i 16,79 
» 55 .3,iS 

I ; 3,01 



nSo.Sî 



I aa LiaS 
1 aG 45,7g 



»»33'i7-a3 
a 37 «,78 

a jjS 36,89 



É 33,4s 
3o,oi 

1 57 a6,5S 



ï îa',78 



à 3q 57,00 
4 4^ 53,56 
4 h 5o,ii 



19 35 5a, 36 



1. I5 58,65 

ji In 55, i5 
ai 53 Si, 80 



a3 34 > 



I 3o 4^,34 

1 34 38,90 
1 3K 35,45 



3 a8 5p,c, 

3 3a 55,56 
3 36 5a, 



19 55 35,14 

^^^;Î5 



;7 -j.-^ 



5 47, T9 

g 4lâ5 



m 



s 33 s'M 

î Î5 58,14 



s;ti3 



3 48 41,78 
3 5a 38,34 
3 56 3.1,89 
i o3-,4S 
ï 4^, 



6 >o 3-, 77 

G 18 3o,S8 

6 ^ ;V!^ 

6 3u aoi 



« bitKIlilïl, ûlci no 



TABLE V. RÉFRACTIONS. 



Logarithme de la réfraction pour o",76 du Baromètre et + lo* da 
ceoligrade. 



Argument : Dislance zénitale apparente. 



ippucnle 






::?5S 



i,k5'4 
i,9o33 



3,15(15 
1,0753 

1,0946 



a,5G3S 









3.oi3é 



A 
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TABLE V. RÉFRACTIONS. 

Logarithme de la réfraction pour o'','j6 du Baromèlre et -f- lo* da Ttiermomètre 
centigrade. 

Argument : Distance zénitaU apparente. 



'■M 



,,Sij,f 

'.m 



■m 



lii' 



■,»i'° 



.6.4 

•.fa 






3,aSî'. 



3,. 5;, 



t 

'i- o 



3,.( 
3,<S 



::!i| 






>.;39» 



'S'il 
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TABLE K. 



Gonrersioa des hauteurs barométriques 
ordinaires^ eu hauteurs métriqdes. 



Conversion des degrés du Thermomètre 
de 80* en degrés du Thermomètre 
centigrade. 



K 



BAROMÈTRE 



VKAVÇAlt. 



96 O 

I 

a 
3 



6 



l 



9 
II 

•2-2. 



3 

ï 

6 



\ 



9 
ro 

II 



I 

» 
S 



9 
10 

II 

o 



I 



o,7o3S 
0,7061 
0,7083 
0,7 loS 

0,7IM 

o,7i5r 
JS12I2I 




0,7603 

0,7648 
0,7670 
0,7693 
^^16 



o,7î^ 

0,7000 

Oi75î9 
o,785i 

DUT. »,6 



hMfkhàU» 



•7 



5 
6 

i 

9 



s8 o 
I 

3 
3 

4 



5 

6 

2 



99 o 

I 

1 
3 

4 



i^^ 



■ 



3i 



5 
6 

l 




lo^ 

I 
9 
3 

5 
6 



9 



± 



± 



IkéàVIfUK. 



itaM 



0,6983 

0,7033 
o,7o5g 

o>7o84 . 



0,7110 
0,7135 
0,7161 
0,7186 
0,7311 



6,7757 
0,7262 

o,7;82 
0,7013 
0,7338 




0,7490 
0,7616 

o>7?{ 



o 
I 

9 
3 



I I r 




0,7617 
0,7668 



0,^94 
.•.77»9 



0,7744 
0,7770 

o»^95 
0,7821 
0,7846, 



0,7871 



Diff. 25,4 



5 
6 

i 



9 
10 

II 

12 



i3 
16 



«9 
26 



21 
22 

23 

»4 



25 

96 



3t 

32 

"33 

3 

36 



1& 

39 
40 



THËRMOliÈÏRB 
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',Àiii 



0,00 
1,25 

2,5o 

3,75 

5*00 



ftiiomjM. 



6,25 
7,5o 

6,75 
10,00 



11, a5 
i2,5o 
13,76 
id,oo 



h I 11 I 



16,25 
17,60 

18.75 
20,00 



21, a5 
ll,5o 
23,75 
25,00 



a6,'î5 

28)75 
3o,oo 



<* 3i,25 
32, ro 

35,00 



36,95 
37,60 
38,7S 
40,00 




45 
i6 



CteTMaADX. 



5i 

52 



53 



56 



U 
g 



62 

63 
64 

66 



JUi 



69 

7.» 
7» 



i 



?2 
2^ 



5o,ôo 
5i,25 
52,5o 
53,^ 
55joq 



60,06 



65,00 




7^ 




92» 5o 

93,75 
^,00 

97»3o 

98.73 

S00,0O 



2b/n. IL 
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TABLE XL 

LES DE LA VERTICALE, 
pour o,oo5a4=^. 



l 

5 
o 



DilV 



a3,3 
a3y2 
:i3,3 

93,0 

33,6 
33,5 

31,8 



31,5 



31, o 
30 

30 



ï9>6 

l8,3 



17,6 



Ut 



3o 
3t 

32 

33 



36 



Angles. 



9'38''8 

g.5o, I 

10. 0,8 

]O.IO,7 

10.19,9 




II. a, 6 

II. 5,5 

II. 2,6 

II. 8,9 

II. 9»4 



II. 0,1 
II. 8,0 
II. 5,9 

II. 3,3 

10.59,6 



DUBér. 



Lat. 



11)3 
10,7 

8:1 



60 
61 
63 

63 



9'K6 

9-a«,7 
9.16,0 



7^7 



6,9 

4' 



i 



3,8 

a,9 
a,» 
1.3 

- 0,5 
— 0,3 



a 
3 



;2 



4>4 




8.48;6 
8.33,9 



66 

6b 
69 



71 

'I 

•fi 



Angles 



3,6 



8.18,6 
8. a, 6 

7.4«,i 

7-29,0 

7",4 



6.53,3 
6.34,5 
6.15,3 

5.55,7 
5.35,6 



5.i5,a 
4.54,3 
r.33,i 
4.11,6 

•49.6 



Diff 



««»9 

'3,4 
iJ,o 

'4»7 
i5,3 

16,0 
16,5 

17,6 

18,3 

18,7 
19.3 
«9,6 

30, I 
30,4 

«>,9 

31,3 
31,5 
32,0 

32,1 
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TABLE XIL 



Mois. 



i. 

s 



3 



Jours 



> 



I 
3 
6 

9 

13 

i5 

19 
33 

35 

a8 



i 

13 
16 

ai 

35 



a 

7 
la 

«7 
aa 

«7 



1 

6 
II 
i5 
ao 



a 
5 

9 

13 



g 

e 

a 



Mois. 



Jours 



0,01 
o,oa 
o,o3 
o,oi 
o,o5 
0,06 
0,02 
0,08 
0,09 
0,10 



0,11 
o, la 
o,i3 
o,i4 
o,i5 
0,16 
0,17 



0,18 
0,19 
o,aor 
o,ai 
o,aa 

0,33 



►,34 

»,35 



Oj 

o,a6 
0,37 
0,38 

o,y) 
o,3o 



o,3i 

0,.'{3 

o,3i 
0,34 



e. 



a 
5* 



£: 



e 



16 

»9 
aa 

a5 

a8 

3i 



3 
6 

9 

13 

i5 

18 
ai 

34 

37 

^9 



a 

5 

8 

II 

«4 

«7 
30 

a3 



3 

G 

10 

:i 

aa 

a6 
3o 



»«1 

o 



1 



0,35 
o,36 

0,39 
0,40 



o,ii 
o,i a 
o,/3 
o,i4 
0,^5 

3,i6 
0,iT 

0,40 

0,49 
o,5o 



o,5i 
0,5a 
0,53 

0,55 
o,56 

oM 
0,59 

o,0o 



0,61 
0,6a 
o,6.'i 

u,f)6 
0,68 



Mois. 



I 



Joars 



4 

«9 



? 



B 



I 

II 
i5 

18 
ai 

«4 

1^ 



3 
6 

9 
la 

i5 

18 

ai 

a3 

a6 



n 

7i 



0,69 
0,70 

0,71 

0,73 

o»73 
o»74 



0,75 
0,76 

«•77 
0,78 

0,79 
o,)<o 

0,81 



0,83 
o,83 
0,8 

0)86 
0,87 
0,88 
o»89 
0,90 



0,91 
0.93 
0,93 

o>94 

0,9» 

Of99 
1,00 

lyOI 







TABLE X. 
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Parallaxe da Soleil, ea supposant 8",9poar la mo^renne. 
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3* 
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7.Ï9 


7.»4 


7. '9 


î.ij 




58 


3i 


fS 


7,57 


7,3a 


;•« 


î'fé 


7,35 


î'S 




Ë 


3» 

3(1 


JS 


élos 


Î.S3 


7.77 
7.91 


, ;* 


7.79 


1,71 












7.97 


7.9» 


1^ 




es 


aa 


8,îo 


1 


8,na 


^iS 


8.09 


M 


1... 




1" 




a; 














i 


i6 

"4 




8:a 

B,6i 


«'46 

8,54 


iil? 


i,f 


■;j. 




il 


,a 


S's; 


K 


'A 


8,61 


Hî 


il 


;•« 






8 




S:.'J 


8,-8 


s;?' 




i,a 




n 












8.6a 


».(» 




4 


js 




8,84 


s;?? 


8,7a 8,66 










fâ 












». 


" 


8;îi3 


8,8, 
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TABLE XIV. 

TABLES GÉNÉRALES DE POJTATION POUR LES ÉTOILES , 
Extraites de celles de M. de Zach, insérées dans la Connaissance des Tems de tSio, 



Natation en d^in. argnment (A — Q). 
MaOïfioii en asc. droite, tc^m. (A — Q — V)^ 

«t muJtiplicatear tang D. 
Si U décliaaison est australe , ajoates 6' 

aux argumens. 



o* 6* 



0*00 



0,88 
i,o3 

1,3a 
1,4e 



ifi\ 



3,03 
3,i5 
3,aQ 
3,43 
3,56 



1$ ^ê 



i». 



\% 



5,06 

5,id 

5,3o 
5,41 



5,5a 
5,63 

5)^5 
5,95 



6,o5 
6,i5 
6,a5 
6,35 
6,45 



6;54 
6,63 



6,98 
7,06 



7,^9 



10* 4' 



ïbm. IL 



7>|3 
7,5o 



7>6g 
7>75 

7.86 
7>9» 



7>96 
8,eo 

8,o5 



8.17 
8,ao 

8,93 

8,a6 
8,^ 



8,3i 
8,33 
8,35 

8,'3S 



N» n. 

Natation en déclin, argument (A+Q^ 
Natation en asc. dr. , argnm. (A-f^— 3* ) , 

et multiplicateur tang D. 
Si Ja déclinaison est australe, ajoutez 6^ 

aux argumeAs. 



3o 



a5 



i5 



Dcgréi 



o"oo 
o.oa 



S 09 



o.ai 



'4 



3b 



9* i' 



Degrés) 



II' 



5' 



©"ea 

o,63 

o,65 

0,67 

Of69 
0,71 



0,71 

0,74 
0,76 

0,78 
0,79 



o,8i 
0,8a 
o,8| 
0,86 

0,87 



0,89 
0,90 

o,9J 
0,93 

0,94 



0,96 

o»97 
0,98 

1,00 

1,01 



T,oa 



.07 



lo* 4' 



a» 8* 



1,09 
1,10 



i.ia 



T,l3 



i,ao 
ï>ao 
i,ai 



i,aa 



i,i3 



3o 



a5 



i5 



N« m. 

rfuuiioQ en aaeeniioB dboite. 

Argument ^ longitade élu ncnd Q de lu 
Lune. 



Degrés 



Degrés 



1 



o* 6' 



a6 



o^oo 



1,75 
a,oa 
a,3o 
a,59 
:»,87 



3,16 
t>44 

4,00 
4,a8 



5^3 
6,ao 

6,73 
6»99 



II' 5' 



8"a7 
8,5» 

8,77 
9»oi i 

9,aS 
9>49 



10,8$ 

11,02 
ii,a9 

11,49 



11 



",9* 
ia,rp 

i».49 
ia,67 



ia,86 

i3,o4 
i3,at 
■ 3,38 
i3,55 



13,71 
i4»o3 



l5,f4 

i5,a3 
i5,3^ 
i5,- 
i5,i 



i5,6| 
i5 "3 
i5|éa 
15,90 
i5,y8 



16, o5 
16,1a 
16,18 

i6,a9 



16, 'S 
16, 4a 
16,45 
16,48 



16, '^o 
16, 5a 
ir>,53 



:? 



Degrés 



\ 



TABLE XIIL H 

TABLES GÉNÉRALES D'ABERRATION POUR LES ÉTOILES, 1 

Calculées d'après les nouveaux ele'mens indiqués dans ta Connaissance des Tems de\h\ii. 1 


K" I. 
Aberration endrélin. argnm. (A— + 3'J, 


N« II. 

AbtiTBiLoneiidiicli«.arBmB.(A+Q + 3'J, 
Aljtnauoa m uc. tuile, ■rgaio. (A+O) , 
el nidiiplicatcnc — '-= oomcD. 


N' ur. 

chacou de ce* uBanjcn*. 


Dcgrf. 


o'6- 


— + 


a' 8' 

h 




Dearf. 


0. G- 


VL 


a' S- 

H 




Degr^ 


o- 6' 


— 4- 




î' 


3 

i 


'9" ' 

19. ' 

'S. ° 
'9, 9 

tu 


i5,9» 


9" 7' 
9.4' 

S,5i 

M,ao 


3o 

35 


3 


9 

o,83 
0,83 
0,83 


o",3 

0,71 

•S 


o"(iï 

â 


3o 

35 


3 


,o3 
,01 




S 

'.77 
'.7» 


* 

1 

* 


6 

l 




.0,3. 

.9, .8 
19," 


16, îo 
.5,08 

■4.8; 


'■1 


î4 


G 

2 
9 


0.83 
0,63 

0.83 
o,83 
o.8i 


o,fi8 

::S 
0,65 


0,31 

o,3î 
o,3o 




8 

S 
,2 


il 

5,97 


3,»6 

3,aa 
3,. 8 


i,5i 


4 


■ 3 




t ,K 

il 


8,3i 

5,68 
5,3S 
5,0a 


i5 


I3 


o,83 
o,»3 

o,*t 
o,8î 

D,8l 


o,63 
.S. 
..6. 




i5 


i3 


i 

3,»" 
3.S" 


3,o5 

3,01 


■ ,3« 

1,35 

t.iS 


J 

I 

4 


i6 


.H,;-i6 


Si 


ï°4 


;î 


iC 

>9 


o.Si 
o,8t 
0.80 
0.79 
0-79 


o.lS 

-.Si 


o,.4 


;! 


M 

'9 


3.88 

3,86 
3,8* 

3,ÏS 




::^ 

*.77 
«,70 


1* 


II 

'À 


.8.n 
18,00 




î.oi 

'lès 


1 
5 


3:1 


û,:8 


o,S3 
û,5î 
o.Si 

o^So 


0,07 


s 

i 

5 


i3 


l:?2 

3,GS 


i 


o,5o 


1 
l 




i 


,o,H5 
.0,5, 
10, -jg 
9-99 
9.:' 


1,35 

ni63 
0,33 


1 


'a 


0,73 
.1' 5 


i 

,o' 4- 


o,q6 
o.o5 

q.OÎ 






3,6) 


9,a6 
a, 01 


.,18 
V.Vf 

0.07 


\ 

■i 
4 


— h 

11' 5' 


1^4- 


yjt 




9- 3~ 


D..g.,^. 




- + 
II' S' 


K.' ',■ 


— h 

9- J- 


*P* 



































TABLE XVn. 

DEUXIÈME PARTIE, 
ridant à faciliter la constractioa des Tables de réductioû au méridieû pour tes étoiles. 



Miehoniire 



DiAjrence logar. 
sin* i P, 



d,ooooo 
9,355i4 

70436 



31670 
36778 

i8Soa 



1^54 

l5ll2 

i3qoo 

11980 



■ laoiS 
loSaC 



8470 
807(1 

7388 
7084 



6608 
6548 
6wio 
fioS8 



55o6 
5356 
5178 
5o'j6 



On a Ta, page 117, oommeot on forma les logarithBKi conatans u et h ^nrlaa TaUca 
de Induction au nM^ridica ; c'est à ces logaritlimes conscana <{u'3 ûittt a}o«ter lea ààSémoDm 
KofpHrichmiqroes de ma* iP, ot sia^ i P : voici an excraple de ces odopls. 

Calculs pour le passage supérieur de la Polaire (xi décenalice 1^96). 



Log.fl 4tf»>93 

Diffv. log. pour lo* 3,iîii»7 

7,a4aio 
no • 6(^620 



0*0017 



Log. &..... 31S7194 

DitL log. poor 1' 9»355i4 

0*0000 »,ol638 

% ...•.• t,«>4t^ 



««0071 7,84840 

3o 35aiS 



o»oi59 



OfO^a 



o,o44î 



40. 



5o. 



8,ioo58 
34988 



8;45o4fi 
1938a 

8,644a8 
i5836 



0,0000 



o^oaoo 



•.oao9 



•.oooo 



4' 



By33o5o 
70436 

5,93486 
49074 

4* 43460V 

4>8«94 
31670 



t>,o635 

r 10. 



3o. 



8, 80064 
13390 

8,93054 
11598 

■ » I » ri 

9,o5a5a 
loaSr 



s, 13894 



••0000 



-"> 



8. 



5»4<i673 
s3i94 



0,1 4aS 



9. '5483 
9'5i 

9,24034 

8^:9 

9,3a9i3 
etc. 



•,0000 



o,ocoi 



0,0001 



5,638(>6 
90458 



10. 



5,843t4 
i83oâ 



6»096a6 
etc. 



des deox WMBbraadontla 



On anra ainsi , par des additions saccessiToa, les 
, fanion formera chaque terme de la Table. 

Le second temae est si petit, que c*cst ici, vers ff, qa*il commence à Taloir à peu pcéa 
0*0001 ^ il varie pea dans rinterralle de l' i on IVtendra ans di^aittcs de seconde par une iaier- 
polation facile. 

Poar les signes des deux nombres de cbaqne terme de la TaUe, vofes pi^ laS. 




ïbm. JL 



TABLE XIX. 



ARGUMENT : Angle horaire en tems. 



H* o« 



I o 

I t 



lO 

30 
3o 

9. o 



10 
ao 
3o 



10 
ao 
3o 

8. o 



S. 



o^'ooo 
0,000 

OyOOO 

0,001 
o,ooa 
0,006 



0,007 
0,008 
0,009 
0,010 
0,011 
o,oia 



o,oi3 
0,01^ 
o,oib 
0,018 
o,oao 
o,oaa 



>,Oîi 
»,02D 



0,029 

o,o3a 
o,o35 
o,o38 



Différence. 



M. S. 



8' 10" 
ao 
3o 

9. o 



10 
ao 
3o 

10. o 



10 
ao 
3o 

t 

II. o 



10 
ao 
3o 

la. o 



S. 




0,066 

o,o76 
0,081 

OyOSj 

0,093 



0,100 

o, lai 
0,139 
0,137 



►,107 

>,ii4 




Différence. 



5 
5 
5 
6 
6 



7 
7 

l 

8 
8 

9 

9 

10 

10 
11 



M. S* 



la' ïo* 
ao 
3o 

i3. o 



10 
ao 
3o 

i4* o 



10 

ao 
3o 

i5* o 



TO 

ao 
3o 

t 

16. o 



S. 



o*ao5 
o,ai7 

o,a34 
o,a67 



o,a8i 
o,aij5 
o,3io 
o,3a6 
o,34a 
o, 




sSîb 



o, 
o, 
o,, 
o,i 

o,6ia 



DlBértBCB. 



19 

la 
la 
i3 
i3 

>4 

\î 
16 
16 

»7 

»7 

18 

'9 

»9 
ao 

ai 
ai 



Le second terme da Tableau de la page i3a, donn^ par cette Table, est toujours additif; an lien ^e It premier terme 
fourni par la Table précédente, n'est additif que à»D% les passages Inférieurs des étoiles circompolaircs. 




T< 



Pl.l . 




I}'^. 5 . 





> _ . .' ■ 



•se 



Folaire 

m 

a. 



lia . i3 . 







^«-^ r/-^* 



C octer 




a^ £ 







r UTrim^ 



W 

Y 



Ftetmdtf 

* 



Ê^AUUèarart 



Orion \ 



TeUàre 
'Ht Petite Onrse 



^ 



;^ 






A 



Aijle 



li/ .10 . 



c apricorne 



Toin.. % 



t • 



«M 



Supplément aux ERRATA du premier et du second volume, 

TOMEI. 



\ TtUe des Matières, pagt zix, ligne iSf de deux lignes, liiez de deux iieux 

r Page 68, ligne 7, a, 6 et c, lisez a, bel C 

i ao4, 8, entraîné par, lisez adapté à 

a45, 10 en reqmUnt, AVM''Sr, lism AMVtf 

a5o, \^, MhfN^, lisez hFMN— 
j a56, i7eti9,/T^, /«e»Fr, 

' ^79j 'i ^*^ reinontani, log-^, /ûexlog*^ 

3 14, AU calcnl du 3* terme de la fomule (c*) 8,iaa33, lisez 8,iaD36 



log 3« terme ^ 8,24373 
36o, ligne 4 en remontant « on n^en aéra , lisez on ne sera 
Tables IV et V, ^acez du litre^ PREMIÈRE et DEUXIÈME PARTIE 

TiiUe XI, TÎrihTia rargment, $5^,s, a\ani-d em iè ie eohmiie, Ojyi ijg Sg, /ûes -0,009^59 

TOME n. 

Page 4*, ligne dernière, 11 =, Usez lang 1 3: 

^, 10 en remontant , Tart. t58, lisez IWt. iSj) 
5t, 10, de a, /caea de dz 
Sa» - 4 1 ^ ^ prrmi^rt, lisez de la armmla 
67, g en remontant, TT=z, lisez TT' = 
^5, 9» au bput de lu If^ne, i,363S6, lisez 1^5385 
iiid.9 iC, au bout de la ligne, ^ io*4o% Usez 5^ 10^49' 
77 y à partir de hi ligne 6^ en irmoniant, lisez 

(Table Xm, n« I) 4- S^ao 

(Table XIII, u«U) 4-o,fo 

4-3,60 logo,5563oH- 

c . log coa Z> :» o , 00690 

Ahtrr. en iA 71 -f- 3*658 o,563ao<-f> 

(en tenu) s=:-f-Oya4 
Blgt 179, iignet 1 , 3 ec 5, an lieu de 47^ « disez 87^ 

ao4* xo et 1 1 1 !'• colonne du uWUaa , lamnda gronmtrîyu , lisez latitude 

aSa, S, BJY, lisez BIV' 

3b», 9 en remontant , efaeez il vieaorm 

3a3, 6 en vemontam, uu lieu de -f- àfsc", lisez -4- Apx" 

396, 16 en ffcmontam, <pm forme, lisez ^\ fonue 

3a8, 5 ei» reaiMonuat , l'une 4 H&utre, lises Van k raaCrt 

35i, dernière, {d), lisez (e) 



l 
y 



rfc 



H.l . 




Fi'q . 5 . 





se 



# 







(ÊLjiUUèaréÊA^ 



''^ Petite Onrse 



Or/on \ 



b=t 



Ui L$re 



A 



r' 



,*-'' 






•a 



/r • A' 



C apricorne 



ToMrt. % 



.*^*"»'*ii •■••.y*,^; /ifcA^Mfc " • * ■ ■ -•►' 



»•• •♦ 



r ♦■ • 
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' t 






r ■.••■• 
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> J 
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■r\ 



' i 





/ / 



Bi^B 



